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内 容 简 介 


本 书 是 综合 性 大 学 和 高 等 师范 院 校 数学 系 本 科 生 数 学 分 析 课 程 的 教材 . 
全 书 共 分 三 册 . 第 一 册 共 六 章 ， 内 容 为 函数 、 序 列 的 极限 、 函 数 的 极限 与 连 
续 性 、 导 数 与 微分 、 导 数 的 应 用 、 不 定 积分 ; 第 二 册 共 六 章 ， 内 容 为 定 积分 、 
广义 积分 、 数 项 级 数 、 函 数 序列 与 函数 项 级 数 、 咯 级 数 、 侍 里 叶 级 数 ; 第 三 
册 共 五 章 ， 内 容 为 n 维 欧 氏 空间 与 多 元 函数 的 极限 和 连续 ,多 元 函数 微分 学 、 
重 积 分 与 广义 重 积分 、 曲 线 积分 与 曲面 积分 及 场 论 、 含 参 变量 的 积分 。 本 书 
每 章 配 有 适量 习题 ， 书 末 附 有 习题 答案 或 提示 , 供 读 者 参考 . 

作者 多 年 来 在 北京 大 学 为 本 科 生 讲授 数学 分 析 课 程 ， 按照 教学 大 纲 ， 
精心 选取 教学 内 容 并 对 课程 体系 优化 整合 , 经 过 几 届 学 生 的 教学 实践 ， 收 到 
了 良好 的 教学 效果 . 本 书 注重 基础 知识 的 讲述 和 基本 能 力 的 训练 ， 按 照 认 知 
规律 ,以 几何 直观 .物理 背景 作为 引入 数学 概念 的 切入 点 ， 对 内 容 讲 解 简明 、 
透彻 , 做 到 重点 突出 、 难 点 分 散 , 便于 学 生理 解 与 掌握 . 3 

本 书 可 作为 高 等 院 校 数学 院 系 、 应 用 数学 系 本 科 生 的 教材 ,对 青年 教师 
本 书 也 是 一 部 很 好 的 教学 参考 书 . 为 了 帮助 读者 学 习 ， 本 书 配 有 学 习 辅导 书 
《数学 分 析 解 题 指南 》( 材 源 渠 、 方 企 勒 编 . 书号 : ISBN 978-7-301-06550-1; 
定价 24.00 元 ) 供 读者 参考 . 
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伍 胜 健 北京 大 学 数学 科学 学 院 教授 、 博 士 生 导师 . 1992 年 在 
中 国 科学 院 数 学 研究 所 获 博士 学 位 . 主要 研究 方向 是 复 分 析 . 在 北 
京 大 学 长 期 讲授 数学 分 析 、 复 变 函 数 、 复 分 析 等 课程 . 
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序 


自 1995 年 以 来 , 在 姜 伯 驹 院士 的 主持 下 , 北京 大 学 数学 
科学 学 院 根 据 国际 数学 发 展 的 要 求 和 北京 大 学 数学 教育 的 实 
际 , 创造 性 地 贯彻 教育 部 “加 强 基础 , 淡化 专业 , 因材施教 , 分 
流 培 养 ” 的 办 学 方针 , 全 面 发 挥 我 院 学 科 门 类 齐全 和 师资 力量 
雄厚 的 综合 优势 , 在 培养 模式 的 转变 、 教 学 计划 的 修订 、 教 学 
内 容 与 方法 的 革新 , 以 及 教材 建设 等 方面 进行 了 全 方位 、 大 力 
度 的 改革 , 取得 了 显著 的 成 效 . 2001 年 , 北京 大 学 数学 科学 学 
院 的 这 项 改革 成 果 荣 获 全 国教 学 成 果 特 等 奖 , 在 国内 外 产生 
很 大 反响 . 

在 本 科教 育 改革 方面 , 我 们 按照 加 强 基 础 、 淡 化 专业 的 要 
求 , 对 教学 各 主要 环节 进行 了 调整 , 使 数学 科学 学 院 的 全 体 学 
生 在 数学 分 析 、 高 等 代数 、 几 何 学 、 计 算 机 等 主干 基础 课程 
上 , 接受 学 时 充分 、 强 度 足 够 的 严格 训练 ; 在 对 学 生 分 流 培养 
阶段 , 我 们 在 课程 内 容 上 坚决 贯彻 “ 少 而 精 ” 的 原则 , 大 力 压 
缩 后 续 课程 中 多 年 逐步 形成 的 过 窄 、 过 深 和 过 繁 的 教学 内 容 ， 
为 新 的 培养 方向 、 实践 性 教学 环节 , 以 及 为 培养 学 生 的 创新 能 
力 所 进 行 的 基础 科研 训练 争取 到 了 必要 的 学 时 和 空间 . 这 样 
既 使 学 生 打 下 宽广 、 坚 实 的 基础 , 又 充分 照顾 到 每 个 人 的 不 同 
特长 、 爱 好 和 发 展 取向 . 与 上 述 改革 相 适应 , 积极 而 慎重 地 进 
行 教学 计划 的 修订 , 适当 压缩 常 微 、 复 变 、 偏 微 、 实 变 、 微 分 
几何 、 抽 象 代 数 、 泛 函 分 析 等 后 续 课 程 的 周 学 时 , 并 增加 了 数 
学 模型 和 计算 机 的 相关 课程 , 使 学 生 有 更 大 的 选课 余地 . 

在 研究 生 教 育 中 , 在 注重 专题 课程 的 同时 , 我 们 制定 了 30 


了 


计 序言 


多 门 研究 生 普选 基础 课程 (其 中 数学 系 18 门 ), 重点 拓宽 学 生 
的 专业 基础 和 加 强 学 生 对 数学 整体 发 展 及 最 新 进展 的 了 解 . 

教材 建设 是 教学 成 果 的 一 个 重要 体现 . 与 修订 的 教学 计 
划 相 配合 , 我 们 进行 了 有 组 织 的 教材 建设 . 计划 自 1999 年 起 
用 8 年 的 时 间 修 订 、 编 写 和 出 版 40 余 种 教材 . 这 就 是 将 陆续 
呈现 在 大 家 面前 的 《北京 大 学 数学 教学 系列 丛书 》. 这 套 丛 书 
凝聚 了 我 们 近 十 年 在 人 才 培 养 方面 的 思考 ,记录 了 我 们 教学 
实践 的 足迹 , 体现 了 我 们 教学 改革 的 成 果 ; 反映 了 我 们 对 新 世 
纪 人 才 培 养 的 理念 , 代表 了 我 们 新 时 期 的 数学 教学 水 平 . 

经 过 20 世纪 的 空前 发 展 , 数学 的 基本 理论 更 加 深入 和 完 
善 , 而 计算 机 技术 的 发 展 使 得 数学 的 应 用 更 加 直接 和 广泛 ,而 
且 活 路 于 生产 第 一 线 , 促进 着 技术 和 经 济 的 发 展 , 所 有 这 些 都 
正在 改变 着 人 们 对 数学 的 传统 认识 . 同时 也 促使 数学 研究 的 
方式 发 生 巨 大 变化 . 作为 整个 科学 技术 基础 的 数学 , 正 突破 传 
统 的 范围 而 向 人 类 一 切 知识 领域 渗透 . 作为 一 种 文化 , 数学 科 
学 已 成 为 推动 人 类 文明 进化 、 知 识 创新 的 重要 因素 , 将 更 深刻 
地 政变 着 客观 现实 的 面貌 和 人 们 对 世界 的 认识 .数学 素质 已 
成 为 今天 培养 高 层次 创新 人 才 的 重要 基础 . 数学 的 理论 和 应 
用 的 巨大 发 展 必然 引起 数学 教育 的 深刻 变革 . 我 们 现在 的 改 
革 还 是 初步 的 . 教学 改革 无 禁区 , 但 要 十 分 稳重 和 积极 ; 人 才 
培养 无 止境 , 既 要 遵循 基本 规律 , 更 要 不 断 创新 . 我 们 现在 推 
出 这 套 从 书 , 目的 是 向 大 家 学 习 . 让 我 们 大 家 携 起 手 来 , 为 提 
高 中 国 数 学 教育 水 平和 建设 世界 一 流 数学 强国 而 共同 努力 . 


张 继 平 
2002 年 5 月 18 日 
于 北京 大 学 蓝 旗 营 


证 ee 
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数学 分 析 是 高 等 院 校 数学 院 系 本 科 生 最 重要 的 基础 课 之 一 , 其 重 
要 性 是 不 言 而 喻 的 . 它 也 是 大 学 生 学 习 许 多 后 续 课程 , 进入 数学 领域 
学 习 和 工作 的 重要 基础 . 由 于 现在 高 等 院 校 数学 院 系 的 专业 构成 与 以 
前 相 比 大 不 相同 , 教育 部 为 此 根据 高 等 教育 的 发 展 趋势 提出 了 “加 强 
基础 、 淡 化 专业 、 因 材 施 教 、 分 流 培养 ”的 办 学 方针 , 因此 , 为 满足 教 
学 和 课程 内 容 改革 的 需要 , 出 版 一 套 适合 当前 数学 院 系 各 专业 学 生 学 
习 的 数学 分 析 教 材 是 必要 的 . 

本 套 教材 正 是 为 此 目的 而 编写 的 .本 书 按照 数学 分 析 教 学 大 纲 精 
选 内 容 , 并 结合 作者 的 教学 体会 进行 了 优化 整合 . 具体 地 说 , 在 以 下 几 
个 方面 作 了 尝试 : 

1 强调 基础 内 容 , 加 强 基础 训练 作者 试图 对 广大 学 生 今后 常用 
的 重要 基础 知识 讲 深 、 讲 透 . 为 此 加 强 了 极限 、 收 敛 、 一致 收敛 、 连 续 
与 一 致 连续 等 概念 与 相关 定理 的 重点 讲述 . 强调 了 用 肯定 语气 来 叙述 
一 些 否 命题 , 在 例题 和 习题 选取 上 关注 这 些 重要 概念 和 定理 的 内 在 联 
系 , 这 样 做 对 学 生 掌 握 概念 和 理论 的 准确 性 有 很 大 帮助 , 从 而 对 相关 理 
论 有 更 深刻 的 理解 与 掌握 . 

2. 在 要 求学 生 掌 握 数学 理论 的 同时 , 作者 试图 强调 数学 研究 方法 
的 重要 性 . 在 引导 学 生 提出 问题 、 分 析 问题 等 方面 , 有 很 多 尝试 : 如 定 
积分 的 引入 过 程 , 多 项 式 逼近 连续 函数 等 方面 .另外 在 例子 的 选取 方 
面 作者 也 花费 了 不 少 的 精力 , 如 在 多 元 函数 微分 学 的 学 习 中 , 初学 者 总 
是 觉得 举 反 例 是 一 件 困难 的 事情 , 我 们 在 例子 中 引入 函数 的 极 坐标 表 
示 , 就 使 得 读者 可 以 举 出 许多 有 趣 的 反例 .希望 读者 可 以 发 现 此 书 有 
一 些 它 的 独到 之 处 . 


iv 前言 


3. 在 加 强 基础 概念 与 理论 的 同时 , 对 一 些 烦琐 的 计算 则 只 要 求学 
生 掌 握 基本 方法 , 而 不 过 分 强调 各 种 特别 技巧 的 掌握 ， 数 学 分 析 作为 
大 学 低 年 级 学 生 的 基础 课 , 希望 学 生 在 系统 掌握 整个 数学 分 析 的 理论 
上 集中 精力 , 为 以 后 的 学 习 打 好 坚实 的 基础 , 因此 本 书 没有 特意 去 强调 
一 些 数学 分 析 在 其 他 学 科 的 应 用 . 

4. 本 书 对 实数 理论 做 了 必要 的 简介 : 给 出 了 戴 特 金 分 割 的 定义 和 
戴 特 金 定理 的 精确 形式 , 由 此 可 以 证 明 实 数 域 的 完备 性 定理 尽管 对 
实数 理论 没有 过 多 地 展开 , 我 们 认为 这 样 做 不 会 影响 数学 分 析 整 个 理 
论 的 完整 性 , 本 书 还 在 同学 能 理解 的 前 提 下 适当 地 引入 了 一 些 课外 内 
容 : 如 在 函数 复合 与 反 函 数 方面 简单 介绍 了 分 式 线性 函数 ; 在 定 积分 
的 变量 替换 的 例子 中 引入 双 曲 度量 有 关 的 内 容 等 . 这 样 做 主要 是 考虑 
到 可 以 引导 一 些 学习 有 余力 的 同学 有 目的 地 阅读 一 些 课外 内 容 ; 另 一 
方面 也 不 会 增加 大 部 分 同学 的 学 习 负担 . 

本 套 教 材 被 列 入 《北京 大 学 数学 教学 系列 从 书 》 并 一 直 得 到 北京 
大 学 数学 科学 学 院 领导 的 大 力 支持 , 对 此 作者 表示 感谢 .本 套 教 材 在 
北京 大 学 数学 学 院 曾 由 李 伟 固 、 王 冠 香 、 杨 家 忠 等 教授 以 及 本 人 试 讲 
了 多 年 , 供 几 届 学 生 使 用 , 教学 效果 很 好 . 在 试用 过 程 中 , 他 们 对 本 书 
提出 不 少 改 进 意见 , 为 此 作者 向 他 们 致 以 衷心 的 感谢 .在 本 书 的 编写 
过 程 中 , 沈 良 、 符 自 详 、 黄 华 座 、 黄 炎 等 同志 做 了 许多 技术 性 工作 ; 北 
京 大 学 出 版 社 的 编辑 刘 勇 、 曾 玉 婷 同志 为 本 书 的 出 版 付出 了 辛勤 的 劳 
动 , 在 此 作者 向 他 (她 ) 们 一 并 表示 深切 的 感谢 . 

最 后 值得 指出 的 是 , 作者 虽然 力图 使 本 教材 尽 可 能 地 离 原 定 目 标 
近 一 些 , 但 由 于 水 平 有 限 , 书 中 错误 与 不 足 之 处 肯定 难免 , 恳请 广大 读 
者 提出 宝贵 意见 . 


作 者 
2009 年 5 月 于 北京 大 学 
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数学 分 析 主 要 由 微 积分 和 级 数理 论 组 成 , 它 所 研究 的 主要 对 象 是 
实 函 数 , 即 以 实数 为 自 变量 并 且 在 实数 中 取 值 的 函数 . 因此 , 在 本 章 中 
我 们 首先 简要 地 介绍 一 下 实数 系 的 连续 性 , 然后 介绍 函数 的 概念 和 有 
关 的 基本 知识 . 


8L1 实 数 


在 近 几 个 世纪 中 科学 技术 之 所 以 取得 了 辉煌 的 成 就 , 在 很 大 程度 
上 是 因为 数学 研究 取得 了 重大 进展 , 其 中 微 积分 的 创立 是 现代 数学 的 
里 程 碑 . 微 积分 在 物理 、 天 文 、 技 术 、 化学、 生物 等 的 研究 中 显示 了 强 
大 的 威力 , 解决 了 许多 过 去 认为 高 不 可 攀 的 困难 问题 , 促进 了 科学 技术 
的 发 展 . 然而 , 由 于 在 创建 初期 微 积分 是 以 几何 直观 和 物理 直觉 为 依据 
而 进行 演绎 推理 的 , 因此 就 形成 了 方法 上 有 效 但 逻辑 上 不 能 自圆其说 
的 矛盾 局 面 . 为 了 解决 微 积分 在 理论 上 面临 的 问题 , 许多 著名 数学 家 
都 投身 于 微 积分 理论 基础 的 研究 . 人 们 后 来 发 现 , 微 积分 的 主要 理论 基 
础 是 严格 的 极限 理论 . 到 了 19 世纪 初 , 柯 西 (Cauchy) 以 极限 理论 为 微 
积分 商定 了 理论 基础 .但 是 柯 西 构筑 的 理论 大 厦 起 初 并 不 完善 , 这 是 
因为 柯 西 并 没有 对 实数 给 出 严格 的 定义 . 而 后 来 人 们 又 发 现 , 极限 理论 
的 某 些 基本 原理 依赖 于 实数 系 的 连续 性 . 为 此 , 本 节 简 要 地 介绍 一 下 
这 方面 的 内 容 . 


1.1.1 数 集 


在 介绍 实数 理论 前 , 我 们 简要 地 介绍 一 下 集合 的 概念 . 
在 数学 中 , 所 谓 集合 是 将 具有 某 种 特性 的 对 象 的 全 体 放 在 一 起 作 
为 一 个 整体 , 通常 用 大 写字 母 4, B, C, X,Y 等 记 之 . 这 些 对 象 称 为 集 
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合 中 的 元 素 , 通常 用 小 写字 母 a, b, c, z, y 等 记 之 . 若 a 是 4 中 的 元 
素 , 则 记 为 a e 4, 并 读 做 a 属于 4. 如 果 a 不 是 4 中 的 元 素 , 则 记 
为 a 4 4, 并 读 做 a 不 属于 4. 集合 的 概念 是 最 基本 的 概念 , 它 不 能 用 
别 的 概念 来 加 以 定义 . 

集合 通常 有 列举 法 和 描述 法 两 种 表示 法 . 列举 法 是 将 集合 中 的 元 
素 全 部 列 出 , 如 : 4 = {1,2,3,… ,10}; 而 描述 法 是 将 集合 的 特性 精确 
给 出 , 如 : B = {zx : I 是 z? 一 1= 0 的 根 }; 已 = {zx : z 是 正 有 理 数 }. 一 
般 来 说 , 在 数学 分 析 中 我 们 主要 研究 由 数 构 成 的 集合 ,并且 很 少 研究 
由 有 限 个 元 素 构 成 的 集合 , 大 部 分 集合 是 由 无 穷 多 个 元 素 组 成 (这 种 
集合 简称 为 无 穷 集合 ), 因此 这 些 集合 必须 用 描述 法 表示 . 

若 集 合 4 中 的 每 一 个 元 素 z 都 属于 集合 B, 则 称 B 包含 4, 记 
为 4 Cc B, 此 时 也 称 4 是 B 的 子 集 . 如 果 A4CB 和 BC 4 同时 
成 立 , 则 认为 4, B 是 同一 个 集合 , 此 时 也 记 为 4 = B， 如 上面 的 集 
合 B={z:z 是 z? 一 1= 0 的 根 } 与 C = {1, 一 1} 是 相等 的 . 

车 A4CB 且 4#B, 则 称 4 是 B 的 真子 集 , 记 为 4c B. 特别 
地 , 我 们 引入 空 集 &; 即 g 中 不 含有 任何 元 素 . 因此 S 是 任何 集合 的 
子 集 . 

集合 有 如 下 的 运算 : 给 定 集 合 4, B, 有 

AUB={r:zE 4h4 或 ze B} 称 为 4 与 B 的 并 ; 

ANB={rz:zeEA 且 zeB} 称 为 4 与 B 的 交 ; 

A\B={z:TEA 且 xz4B} 称 为 4 与 B 的 差 . 

读者 容易 将 集合 的 并 与 交 推广 到 多 个 集合 的 情形 . 

为 了 数学 论述 简便 , 习惯 上 常 将 逻辑 推理 中 一 些 常 用 的 词 用 符号 
表示 . 现 将 本 书 常用 的 两 个 数学 记号 Y 和 3 说 明 如 下 : 

Y 代表 “任意 一 个 ”; 

3 代表 “存在 ”. 

利用 上 述 记号 可 以 使 得 我 们 以 后 在 行文 上 非常 方便 . 例如 , 我 们 可 
以 将 4 c B 的 定义 叙述 为 : Yz € 4, 有 ze B. 
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1.1.2 ”实数 系 的 连续 性 


人 类 所 认识 的 第 一 个 数 系 就 是 自然 数 系 , 它 的 定义 为 {0, 1,2,…}. 
虽然 自然 数 对 于 计数 来 说 是 够 用 了 , 但 是 自然 数 系 并 不 是 一 个 完善 的 
数 系 . 首先 作为 量 的 描述 手段 , 它 只 能 表示 一 个 单位 量 的 整数 倍 , 而 无 
法 去 表示 此 单位 量 的 部 分 . 此 外 , 作为 量 的 运算 手段 , 它 只 能 自由 地 进 
行 加 、 乘 运算 , 而 不 能 自由 地 进行 加 、 乘 运算 的 逆 运 算 . 自然 数 的 这 种 
离散 性 和 运算 的 不 完备 性 , 促使 人 们 去 对 它 进行 扩充 .人们 首先 引进 
了 负数 , 得 到 了 整数 系 . 对 整数 系 人 们 可 以 自由 进行 加 、 减 运算 . 人 们 
为 了 得 到 可 以 自由 地 进行 加 、 减 、 乘 、 除 四 则 运算 的 数 系 , 对 整数 系 中 
的 任意 两 个 数 进行 加 、 减 、 乘 、 除 (除数 不 为 零 ) 得 到 的 数 的 全 体 记 为 
一 个 新 的 数 系 , 这 就 是 随后 得 到 的 有 理 数 系 . 

对 于 一 个 数 集 K, 若 K 中 至 少 有 一 个 非 零 元 素 , 且 K 中 任何 两 个 
元 素 的 加 、 减 、 乘 、 除 (除数 不 为 零 ) 运算 后 得 到 的 数 仍然 属于 K, 即 K 
关于 四 则 运算 封闭 , 则 称 K 为 一 个 数 域 . 容易 看 出 , 有 理 数 集 就 是 一 
个 数 域 . 从 代数 上 来 讲 , 有 理 数 系 已 经 是 一 个 完美 的 数 系 , 它 可 以 在 任 
何 精度 要 求 下 对 一 个 量 进 行 表示 和 实施 有 效 的 运算 , 并 且 任何 两 个 有 
理 数 之 间 必 有 有 理 数 存在 (或 说 有 理 数 有 稠密 性 ). 然而 , 早 在 2500 年 
前 , 人 们 就 发 现 有 理 数 系 也 有 缺陷 . 例如 , 若 用 c 来 表示 一 个 边 长 为 1 
的 正方 形 的 对 角 线 的 长 度 , 则 e 就 无 法 用 有 理 数 表示 . 所 以 , 有 理 数 虽 
然 在 数 轴 上 密密麻麻 , 但 并 没有 布 满 整 个 数 轴 , 留 有 许多 “ 空 阶 ”. 这 
说 明 还 有 新 的 数 存 在 , 但 它 没有 被 严格 地 定义 . 由 于 有 理 数 系 已 经 对 
四 则 运算 封闭 , 因此 我 们 必须 用 不 同 于 以 前 的 数 系 的 扩充 才 有 可 能 得 
到 新 的 数 . 我 们 前 面 曾经 指出 , 微 积分 的 理论 基础 是 极限 论 , 但 在 这 种 
具有 “空隙 ”的 有 理 数 系 上 实施 极限 运算 , 就 会 极为 不 便 . 因此 , 正如 
四 则 运算 需要 一 个 封闭 的 数 域 一 样 , 极限 运算 也 需要 一 个 关于 极限 封 
闭 的 数 域 . 这 就 需要 将 有 理 数 进行 扩充 , 使 其 能 够 填补 有 理 数 在 数 轴 上 
留 下 的 所 有 这 些 “ 空 阶 ”. 于 是 , 这 又 归结 到 如 何 定义 无 理 数 的 问题 上 
了 . 这 一 历史 任务 , 终于 在 19 世纪 后 半 叶 , 由 戴 德 金 (Dedekind) 和 康 
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托 尔 (Cantor) 等 人 完成 . 以 下 我 们 简要 地 介绍 一 下 戴 德 金 关 于 实数 的 
构造 方法 . 

定义 1.1.1 设 5 是 一 个 有 大 小 顺序 的 非 空 数 集 , 4 和 B 是 它 的 
两 个 子 集 , 如 果 它 们 满足 以 下 条 件 : 

(D A# 92,B#%; 

(2) AUB=5; 

(3) Va € 4, Ybe B, 都 月 a<b; 

(4) 4 中 无 最 大 数 ， 
则 我 们 将 4, B 称 为 5 的 一 个 分 划 , 记 为 (41B). 

现在 我 们 来 考虑 有 理 数 系 Q 的 分 划 . 对 Q@ 的 任意 分 划 (4|B), 必 
有 以 下 两 种 情形 之 一 发 生 : 

(1) B 中 存在 最 小 数 , 此 时 称 (4|B) 是 一 个 有 理 分 划 ; 

(2) B 中 不 存在 最 小 数 , 此 时 称 (4|B) 是 一 个 无 理 分 划 . 

例 1.1.1 记 


A={reQ:zr<s0 或 z>0 且 z?<2},， B=Q@\4, 


则 (41B) 是 一 个 无 理 分 划 . 

有 理 数 系 Q 的 所 有 分 划 构 成 了 一 个 集合 , 我 们 称 这 个 集合 为 实数 
系 , 并 记 为 R， 显然 , 有 理 数 集 与 R 中 的 有 理 分 划 是 一 一 对 应 的 . 因 
此 民 可 以 被 认为 是 由 有 理 数 集 加 上 无 理 分 划 所 构成 . 我 们 称 R 中 的 这 
些 无 理 分 划 为 无 理 数 . 换 句 话说 , R 是 由 全 体 有 理 数 与 无 理 数 所 构成 的 
集合 . 例如 , 例 1.1.1 中 的 无 理 分 划 对 应 的 就 是 大 家 熟知 的 无 理 数 V2. 
我 们 可 以 在 及 上 很 自然 地 定义 大 小 顺序 关系 及 四 则 运算 , 经 过 元 长 但 
不 是 很 困难 的 论证 , 可 以 证 明 它 是 一 个 以 有 理 数 域 为 其 子 域 的 有 序 域 . 

前 面 我 们 已 经 指出 有 理 数 系 有 稠密 性 , 但 没有 连续 性 , 即 有 理 数 之 
间 有 许多 “ 空 阶 ”. 下 面 的 戴 德 金 分 割 定理 告诉 我 们 , 在 有 理 数 集合 中 
加 入 无 理 数 之 后 , 就 没有 “ 空 阶 ” 了 , 也 就 是 说 实数 系 具有 了 连续 性 . 对 
于 一 个 数 集 4, 若 对 任意 两 个 数 a,b e 4, a,b 之 间 的 所 有 的 数 都 在 4 
中 , 则 称 4 是 连通 的 . 换 旬 话说 , 实数 集 是 一 个 连通 的 集合 . 
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定理 1.1.1 ( 戴 德 金 分 割 定理 ) ”对 RR 的 任 一 分 划 (4|B), B 中 必 
有 最 小 数 . 

定理 1.1.1 告诉 我 们 , 对 RR 再 进行 分 划 就 不 可 能 产生 新 数 了 . 换 
句 话说 , R 已 将 整个 实 轴 填 满 了 . 因此 R 是 一 个 有 序 的 连通 域 . 对 于 
每 一 个 实数 z, 若 z > 0, 则 它 在 原点 O 的 右边 且 它 到 O 的 距离 为 zx; 
若 z < 0, 则 它 在 原点 O 的 左边 且 它 到 O 的 距离 为 ~-z. 根据 上 面 的 
对 应 法 则 , 显然 , 对 于 及 中 的 每 个 数 , 在 数 轴 上 有 且 只 有 一 个 点 与 之 对 
应 . 反之 , 任 给 数 轴 上 的 一 个 点 4, 若 4 就 是 原点 O, 则 它 与 0€ RR 对 
应 ; 车 4 在 原点 O 的 右边 , 则 它 与 4 到 O 的 距离 re 及 对 应 ; 若 4 
在 原点 O 的 左边 , 则 它 与 -z 对 应 , 其 中 z 为 4 到 O 的 距离 . 这 样 ， 
我 们 就 建立 了 及 中 的 数 与 数 轴 上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 . 因此 , 今后 我 
们 将 不 再 区 分 数 轴 上 的 点 与 它 所 对 应 的 实数 . 


1.1.3 ”有 界 集 与 确 界 


设 集合 CcC R, 并 且 已 # G. 如 果 存 在 M e RR, 使 得 对 Vz e E， 
有 z< M, 则 称 EB 是 有 上 界 的 , 并 且说 M 是 互 的 一 个 上 界 ; 如 果 存 
在 me R, 使 得 对 vz s E, 有 z > mm, 则 称 E 是 有 下 界 的 , 并 且说 mm 
是 的 一 个 下 界 ; 如 果 EE 既 有 上 界 又 有 下 界 , 则 称 已 是 有 界 的 . 显 
然 , 妃 是 有 界 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 M > 0, 使 得 对 任意 的 z e 已 
有 |z| < M. 


例 1.1.2 集合 
9 (1)" 
i 
是 有 界 集 , 它 的 一 个 上 界 是 3, 一 个 下 界 是 0. 
例 1.1.3 集合 


ee 


1 
n 
是 有 界 集 , 其 中 1 是 它 的 一 个 上 界 , 0 是 它 的 一 个 下 界 . 


6 第 一 章 函数 


若 已 是 一 个 有 界 数 集 时 , 它 的 上 (下 ) 界 必 有 无 穷 多 个 . 是 否 有 一 
个 最 小 (大 ) 的 上 (下 ) 界 呢 ? 为 了 对 此 进行 精确 描述 , 我 们 引入 : 

定义 1.1.2 设 已 CR 为 一 个 非 空 数 集 . 若 有 M eRR 满足 

(1) M 是 一 的 一 个 上 界 , 即 vz e 瑟 ,有 zx 和 Mi; 

(2) 对 Ve > 0, 存在 z'& E, 使 得 z > M a， 
则 称 M 为 BE 的 上 确 界 , 记 为 M = supEE = sup{z}. 

车 有 m eR 满足 

(1) m 是 巨 的 一 个 下 界 , 即 Vze E, 有 Zz>m; 

(2) 对 ve > 0, 存在 z'& E, 使 得 x’ < m +， 
则 称 m 为 已 的 下 确 界 , 记 为 m = inf E = inf {2}. 

从 定义 容易 看 出 , EE 的 上 确 界 就 是 它 的 最 小 上 界 , 而 下 确 界 就 是 
它 的 最 大 下 界 . 如 果 supE€ E, 则 sup 瑟 可 记 为 max ,这 时 上 确 界 
即 为 中 的 最 大 数 ; 如 果 inf BE € E, 则 inf 已 可 记 为 min E, 这 时 下 确 
界 即 为 E 中 的 最 小 数 . 

此 外 , 引入 记号 +oo 和 -co, 分 别 表示 正 无 穷 大 和 负 无 穷 大 , 简 
称 正 无 穷 和 负 无 穷 . 为 了 以 后 行文 方便 , 我 们 约定 : 当 数 集 E 无 上 界 
时 , 记 做 sup 互 = +co; 当 数 集 EE 无 下 界 时 , 记 做 inf B= -oo0， 这 
里 需 特 别 指出 的 是 , +oo 和 -ce 只 是 记号 而 不 是 实数 ， 当 数 集 已 满 
是 sup 忆 = +cofinf 已 = -oo) ( 即 已 是 无 上 界 (下 界 )) 时 , 它 的 等 价 说 
法 是 : VM > 0,3z € E, 并且 有 z > M(z < -M). 

例 1.1.4 设 


如 = {3 : pa 为 正 整数 , 而 且 满足 p< g)， 


则 有 inf =0¢E, sup 互 = 1 = maxE. 这 表明 ,E 中 没有 最 小 数 , 而 
有 最 大 数 1. 

下 面 的 定理 与 戴 德 金 分 割 定 理 等 价 , 即 如 下 定理 是 实数 系 连续 性 
的 另 一 种 表述 , 但 它 使 用 起 来 特别 方便 . 
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定理 1.1.2 ( 确 界 存在 定理 ) ” 非 空 有 上 界 的 实数 集 必 有 上 确 界 ; 
非 空 有 下 界 的 实数 集 必 有 下 确 界 . 

证 明 ”我 们 只 证 明 上 确 界 的 情形 , 下 确 界 的 情形 完全 类 似 . 

设 已 是 一 个 非 空 有 上 界 的 实数 集 . 若 E 中 存在 最 大 数 M 时 , 则 


supE=maxE=M. 


现 假设 中 没有 最 大 数 . 我 们 对 及 作 分 划 : B 是 由 忆 的 所 有 上 界 
组 成 的 集合 , 而 4 = 民 \ B. 由 五 的 有 界 性 , 推出 BB 关 @; 而 由 Ez##%， 
推出 4 关 儿 . 显然 , 对 任意 ce 4 和 be B, 有 a<b, 而且 4 中 无 最 大 
数 . 因此 , (4|B) 是 及 的 一 个 分 划 , 从 而 由 戴 德 金 分 割 定 理 知 , B 中 存 
在 最 小 数 M, 即 M = sup EE. 

1.1.4 几 个 常用 不 等 式 

下 面 介 绍 几 个 常用 的 不 等 式 . 实数 z 的 绝对 值 定义 为 


lz|= 4” rz>0, 
-2, ZT<O. 


由 此 可 知 , 对 任何 z, ys R, 有 

-lzl 和 z 和 lz ， -lygys< lyl, 
将 此 两 个 不 等 式 相 加 , 即 得 

—(lz|+lyl) < z+y < (lz| + Iyl), 


因此 有 
lz+yl < jz 十 yl 


这 一 不 等 式 通常 称 做 三 角 不 等 式 . 运用 三 角 不 等 式 , 可 以 得 到 
lzl— lyl < lz 一 外 . 


伯 努 利 (Bernoulli) 不 等 式 ”对 任意 的 z > -1 和 任意 正 整 数 mw, 
有 


(1 十 zj 二 1 十 mz. 
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证 明 ”我 们 采用 数学 归纳 法 来 证 明 这 一 不 等 式 . 当 n 二 1 时 ,上 
述 不 等 式 显然 成 立 . 假设 我 们 已 经 证 明了 
(1+7)"!1>1+(n—1)r 
对 一 切 的 z > -1 成立, 则 有 
(1+2)"* = (1+7)"!(1+2) 
> (1+(n—1)z)(1+2z) 
=1+nz+(n— 1)z? 


>1+nz. 


由 数学 归纳 法 原理 知 , 伯 努 利 不 等 式 对 一 切 的 正 整 数 n 成 立 . 
算术 -几何 平均 不 等 式 ”对 任意 ”个 非 负 实数 z1,z2,… ,zn, 有 


TZ1 十 Z2 十 .… 十 Zn 
一 2 Yzlzaz…Zn. 


n 
证 明 ”我 们 同样 采用 数学 归纳 法 来 证 明 这 一 不 等 式 . 当 m = 1 
时 , 上述 不 等 式 显然 成 立 . 假设 我 们 已 经 证 明了 , 对 任意 n 1 个 非 负 
实数 ,算术 -几何 平均 不 等 式 成 立 ， 下 面 我 们 来 考虑 任意 n 个 非 负 实 
数 x1,z2,… ,zw 的 情形 . 不 妨 假定 z 是 这 个 数 中 最 大 的 一 个 , 并 
且 令 


Z1 十 Z2 十 … 十 Zn-1 
y= 
n—l 


则 有 


Z1 十 Z2 十 … 十 Zn-1 


Zn 之 4 一 ER 


之 "VT1T2 Zn-l) 
从 而 有 


(2 ( ~) 
n n 


Tn 一 zn—y\” 
=y"+ny" -12 + 1) 
n n 


> +ny"! 了 y 
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图 
P 有 Z1 十 Z2 十 "十 Zn 


之 Vzlizaz… Tn. 
由 数学 归纳 法 原理 知 , 算术 -几何 平均 不 等 式 对 一 切 的 正 整数 成 立 . 
1.1.5 ”常用 记号 


全 体 正 整 数组 成 的 集合 、 全 体 整 数组 成 的 集合 、 全 体 有 理 数组 成 
的 集合 和 全 体 实数 组 成 的 集合 是 本 书 最 常 遇 到 的 数 集 , 我 们 约定 分 别 
用 空心 字母 N, Z, Q 和 及 表示 , 即 

N 表示 全 体 正 整 数组 成 的 集合 ; 

Z， 表示 全 体 整 数组 成 的 集合 ; 

Q@ 表示 全 体 有 理 数组 成 的 集合 ; 

及 表示 全 体 实 数组 成 的 集合 . 

显然 有 


NCZCQCR. 


本 书 中 常 要 用 到 以 下 形式 的 实数 子 集 : 
闭 区 间 
la,b={zeR:agzr<b); 


开 区 间 
(a,b)={rzreR:a<z<b); 


左 开 右 闭 区 间 

(a,9={reR:a<z<b); 
左 闭 右 开 区 间 

[a,b)={rzreR:asgz<b). 


这 里 a,beR, 且 a<b. 
推广 区 间 的 概念 , 把 
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(~—o0, b), (~o0, W], (a, +00), [a, +00), (-oo, +oo) 


都 称 做 无 穷 区 间 . 读者 应 该 清楚 知道 上 面 每 个 无 穷 区 间 的 精确 定义 ， 
例如 (-o0, b={rzeR:z<b}. 

今后 , 我 们 提 及 的 区 间 必 是 以 上 形式 的 区 间 之 一 . 特别 地 , 对 ae 
及 , 我 们 把 开 区 间 (a 一 e,ae)(e > 0) 称 为 a 的 一 个 s 邻 域 , 记 为 U (a,e); 
而 把 (a -6,a 十 e) \ {a} 称 为 a 的 一 个 去 心 邻 域 , 记 为 Uo(a, e). 

在 本 书 第 一 册 中 , 我 们 还 要 遇 到 平面 内 的 点 集 . 在 平面 直角 坐标 
系 中 , 平面 上 的 点 集 E 可 以 通过 描述 E 中 元 素 的 坐标 所 具有 的 特性 
来 定义 . 如 = {(z,y) : z? 十 好 = 1} 就 是 平面 内 以 原点 O 为 圆心 ， 
以 1 为 半径 的 圆周 上 的 点 组 成 的 集合 . 


81.2 函数 的 概念 


1.2.1 ”函数 的 定义 


当 我 们 观察 或 者 研究 客观 世界 的 各 种 事物 时 , 会 遇 到 很 多 不 同 的 
量 . 这 些 量 一 般 来 说 都 是 在 不 断 变 化 的 , 这 是 客观 世界 不 断 变化 、 不 断 
运动 、 不断 发 展 在 量 的 方面 的 体现 . 例如 , 当 我 们 研究 一 个 自由 落体 运 
动 时 , 就 会 遇 到 地 球 的 引力 、 空气 的 浮力 、 时 间 、 物体 的 高 度 等 各 种 量 ， 
这 些 量 都 是 变化 的 , 叫做 变量 . 我 们 知道 , 客观 世界 中 各 个 事物 之 间 是 
相互 联系 、 相 互 依赖 与 相互 制约 的 . 因此 , 从 量 的 方面 来 看 , 各 个 变量 
之 间 也 是 相互 联系 和 相互 制约 的 . 变量 之 间 的 这 种 相互 依赖 的 关系 就 
是 所 谓 的 函数 关系 . 

例如 , 若 在 研究 自由 落体 运动 时 设 初始 高 度 为 ho, 则 在 不 计 空 气 
阻力 等 其 他 因素 的 前 提 下 , 该 物体 距 地 面 的 高 度 h 与 时 间 t 有 以 下 
关系 : 


h= ho 39, te lo, Vio7g), (1.2.1) 
其 中 9 是 重力 加 速度 . 
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在 以 上 自由 落体 运动 过 程 中 , g 始终 保持 不 变 , 因此 它 是 一 个 常 
量 ; 当时 间 t 在 [0, Vjio79| 中 不 断 变化 时 , h 也 随 着 t 的 变化 而 不 断 
地 变化 , 因此 它们 都 是 变量 . 在 这 一 过 程 中 , 只 要 知道 时 间 t, 根据 关 
系 (1.2.1), 我 们 就 可 以 知道 物体 距 地 面 的 高 度 h. 换 句 话说 , 对 于 每 一 
个 telo, Vio7g], 根据 (1.2.1) 所 规定 的 对 应 法 则 , 就 有 唯一 确定 的 一 个 
高 度 h 与 之 对 应 . 这 就 是 自由 落体 运动 中 的 函数 关系 . 一 般 地 , 我 们 有 

定义 1.2.1 ”对 于 给 定 的 集合 X C 及 , 如 果 存 在 某 种 对 应 法 则 几 
使 得 对 X 中 的 每 一 个 数 z, 在 RR 中 存在 唯一 的 数 y 与 之 对 应 , 则 称 对 
应 法 则 f 为 人 XX 到 有 的 一 个 函数 , 记 做 


f:X—R, 


TP Y= f(z), 


其 中 称 为 / 在 点 z 的 值 , X 称 为 函数 /的 定义 域 , 数 集 {f(z) : ze 
XX} 称 为 函数 /的 值 域 , 记 为 FLX); z 称 做 自 变量 , y 称 做 因 变 量 . 

简 言 之 , 函数 就 是 由 定义 域 到 它 的 值 域 的 一 个 单 值 对 应 . 此 外 , 构 
成 一 个 函数 必须 具备 三 个 基本 要 素 : 定义 域 、 值 域 和 对 应 法 则 . 但 其 中 
最 重要 的 两 个 基本 的 要 素 是 定义 域 和 对 应 法 则 , 而 值 域 可 由 定义 域 和 
对 应 法 则 所 确定 . 通常, 我 们 用 y = f(z)(z e X) 记 定义 在 X 上 的 一 
个 函数 . 有 时 , 我 们 也 用 y = g(z), y = p(z) 等 记号 来 表示 不 同 的 函数 . 

在 自由 落体 的 运动 中 , X = [0, V7 是 定义 域 , 对 应 法 则 是 f: 对 
每 一 个 te |0, V6] 由 解析 式 h = jio -592 来 确定 对 应 的 数 he RR. 
由 于 对 每 一 个 t, 此 解析 式 可 确定 唯一 的 数 ( 即 物体 高 度 ) 与 之 对 应 . 因 
此 , 物体 自由 下 落 这 个 过 程 确定 了 其 高 度 与 时 间 的 函数 关系 . 

设 y = f(z) 是 定义 在 X 上 的 一 个 函数 , 通常 称 平面 点 集 


T={(2,9) : y= f(z),z € X} 


为 该 函数 的 图 像 . 一 般 来 讲 , 它 是 平面 内 的 一 条 曲线 , 它 和 任何 一 条 平 
行 于 y 轴 的 直线 至 多 只 有 一 个 交点 . 
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在 中 学 数学 中 , 我 们 所 遇 到 的 主要 是 如 下 的 六 类 函数 : 

@ 常 值 函数 y = C; 

@@ 守 函 数 y = ze (a > 0); 

@ 指数 函数 y = az (a > 0); 

图 对 数 函 数 y = logsz (oa > 0, a A 遇 ); 

@ 三 角 函 数 y = sin rz, y = cosz, y = tanz, y= cotz; 

@@ 反 三 角 函 数 y = arcsinz, y = arccosz, y = arctan 7， 

y= arccot z. 

这 些 函 数 统称 为 基本 初等 函数 , 它们 的 定义 域 是 使 得 其 解析 式 有 
意义 的 数 z 的 全 体 . 在 本 书 中 , 它们 仍 将 是 我 们 研究 的 主要 对 象 . 基本 
初等 函数 的 主要 特点 是 函数 关系 有 明显 的 解析 表达 式 . 值得 注意 的 是 ， 
这 些 解 析 式 有 着 各 自 特 殊 的 意义 . 如 y = sinz, 我 们 是 用 以 下 方式 来 
确定 这 个 函数 关系 的 . 

对 每 个 re [0, 27), 在 O&n 坐标 平面 中 取 射 线 OF, 使 得 05 轴 正 
向 逆 时 针 旋 转 到 OB 的 角度 为 z, 设 OF 与 单位 圆周 的 交点 为 P, 则 P 
的 纵 坐 标 即 是 y = sinz 的 值 (图 1.2.1); 再 规定 z 与 z+2kr (keZ) 
取 相 同 的 函数 值 , 就 得 到 了 定义 在 (-co,+co) 上 的 函数 y = sinz. 


图 1.2.1 


另外 , 在 中 学 数学 中 , 对 某 些 函数 关系 也 没有 给 出 精确 定义 . 如 , 在 
初等 数学 中 就 很 难 弄 清楚 (V3)" ( 它 是 函数 f(z) = zz 在 z= V2 处 的 
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取 值 ) 是 如 何 定义 的 . 我 们 将 在 后 续 章 节 中 给 出 它们 的 精确 定义 . 今后 
对 于 具有 解析 表达 式 的 函数 , 若 无 特殊 说 明 , 该 函数 的 定义 域 即 为 使 得 
该 解析 式 有 意义 的 自 变量 的 全 体 所 构成 的 集合 . 因此 , 有 时 候 我 们 对 具 
有 解析 式 的 函数 不 特别 指出 其 定义 域 . 

作为 练习 , 请 读者 做 出 基本 初等 函数 的 图 像 . 

函数 的 表示 法 有 穷 举 法 、 描 述 法 、 列表 法 及 图 形 法 等 , 以 上 表示 法 
在 中 学 教科 书 中 已 有 相应 的 例子 , 我 们 在 这 里 不 再 袭 述 .下 面 我 们 给 
出 几 个 中 学 数学 中 未 曾 出 现 的 但 在 数学 分 析 中 经 常用 到 的 函数 的 例子 . 

例 1.2.1 (符号 函数 ) ”所 谓 符号 函数 , 是 指 如 下 函数 : 


一 1，Z<0， 


其 图 像 如 图 1.2.2 所 示 . 这 个 函数 的 表达 式 是 分 段 给 出 的 , 通常 称 这 样 
的 函数 为 分 段 函数 . 读者 应 该 注意 它 是 一 个 函数 , 而 不 是 三 个 函数 . 


图 1.2.2 图 1.2.3 
例 1.2.2 ( 狄 利克 雷 (Dirichlet) 函数 ) ”函数 


1, zEQ, 
0, zeR\Q 


称 为 狄 利克 雷 函 数 . 这 一 函数 的 图 像 , 是 分 布 在 y = 0 和 w= 1 这 两 条 


5 Da={ 
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直线 上 的 两 个 离散 的 点 集 (参见 图 1.2.3). 注意 , 这 样 函数 的 图 像 是 无 
法 精确 画 出 的 . 

例 1.2.3 (高 斯 (Gauss) 取 整 函数 ) ” 取 整 函数 定义 为 y = [2z]， 
其 中 fz] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 , 即 车 n< z <n+1, 则 [z] =n. 其 
图 像 如 图 1.2.4 所 示 . 


例 1.2.4 ( 黎 曼 (Riemann) 函数 ) ”所 谓 的 黎 曼 函数 , 是 指 由 下 
式 确定 的 函数 : 
5 z= 。 e (0, 1),p, 9 为 互 素 的 正 整 数 ， 
y= R(z) = { z el0, 1 \Q, 
1，z=0 或 1. 
它 的 图 像 也 不 是 连续 不 断 的 曲线 (参见 图 1.2.5), 也 是 无 法 精确 画 出 的 . 
例 1.2.5 (特征 函数 ) ” 设 已 c 以 , 定义 在 民 中 的 函数 
l1, ze€E, 
VE rz¢E 
称 为 集 已 的 特征 函数 . 
1.2.2 ”由 已 知 函 数 构 造 新 函数 的 方法 
从 已 知 函 数 出 发 , 可 以 通过 代数 四 则 运算 、 限 制 与 延 拓 、 复 合 运算 
和 取 反 函数 等 手段 构造 出 许多 新 的 函数 . 
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1. 通 数 的 四 则 运算 
设 y = fj(z),z € Xi C 民 (j = 1,2) 为 两 个 已 知 函 数 , 且 X = 
Xin X2 去 儿 , 则 我 们 可 以 利用 实数 的 四 则 运算 构造 新 函数 如 下 : 


(fi 土 f2)(z)= fi(z)+fo(r), rEX; 
(fif2)(7) = f(z)fo(7), ZE 


fi, f(z) 
广 (z) = lz) (fo(z)#0) zeEeX. 


显然 , 函数 的 加 法 、 减 法 与 乘法 运算 可 推广 到 任意 有 限 个 函数 的 
情形 , 而 且 对 于 加 法 和 乘法 运算 , 它们 具有 交换 律 与 结合 律 . 

2. 函数 的 限制 与 延 拓 

设 函 数 ftz),z s Xi 和 g(z),z € Xo 满足 : Xi C Xo, 且 f(z) = 
g(z), yz < Xi1, 则 称 f(z) 是 g(z) 在 X1 上 的 限制 , 而 g(z) 是 f(x) 
在 X 上 的 延 拓 . 这 样 , 我 们 就 可 以 从 一 个 已 知 函数 出 发 , 通过 限制 和 
延 拓 来 产生 新 函数 . 

这 里 须 特 别 指出 的 是 , 对 于 两 个 函数 而 言 , 只 有 当 它 们 的 定义 域 
及 对 应 关系 完全 一 样 时 ， 才 能 说 它们 是 相等 的 ! 例如 , m = lzl,z € 
(一 00, 十 00) 和 yo = zsgnz,Ze (一 00, 十 00), 虽然 形式 不 同 , 但 由 于 它们 
具有 同样 的 定义 域 和 对 应 关系 , 所 以 y; 和 yo 是 同一 个 函数 ; 而 f(z) = 
z2，z Ee (-00, 十 00) 和 g(z) = z2,，z e (0, +oo) 就 是 两 个 不 同 的 函数 ， 

3. 函数 的 复合 

函数 的 复合 运算 是 数学 中 一 种 重要 的 运算 . 设 y = fj(7), x € 
Xj; C 民 (j = 1,2) 为 两 个 函数 , 若 页 = 有 (Xi1) C Xz, 则 定义 在 X 上 
的 函数 二 fo(f1(7)) 称 为 fi 和 户 的 复合 函数 ， 记 做 户 oj : X1— R. 
通常 称 有 i 为 该 复合 函数 的 内 函数 , f2 为 外 函数 . 

同样 我 们 可 以 考虑 多 个 函数 的 复合 (如 果 复 合 有 意义 的 话 ). 一 般 
来 说 , 函数 复合 不 具有 交换 律 . 例如 , 取 f(z) = z2 +1,z € RR, g(z) = 
74,7Z € R, 则 f(g(z)) = x3 +1,z€R, 而 g(f(z)) = (7?+1)4,z €R. 
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读者 要 特别 注意 是 : 函数 的 复合 运算 可 以 进行 的 前 提 条 件 是 , 外 
函数 的 定义 域 必须 包含 内 函数 的 值 域 . 当然 ， 当 两 个 函数 的 定义 域 都 
是 及 时 , 则 复合 运算 可 以 自由 地 进行 . 

函数 的 复合 运算 是 构造 新 函数 的 重要 途径. 

例 1.2.6 设 f(z)= i 试 求 出 n 次 复合 函数 fof o……of(z) 


n 个 
的 表达 式 . 


解 显然 , f(z) 的 定义 域 是 (-o0, +co), 因此 所 要 讨论 的 复合 运 
算是 可 行 的 . 从 


fof(z)= 


我 们 猜 出 ”次 复合 的 结果 应 该 为 


过 
CC 本 
下 面 用 归纳 法 证 之 . 当 n = 1 时, 结论 显然 成 立 . 现在 假定 当 n = 


时 , 有 


I 


LR vir 
大 
则 当 m” = 大 +1 时 , 有 


了 也 
oD VIT RFI 
大 


这 样 , 由 数学 归纳 法 原理 知 , 对 一 切 的 mw， 
{ofo..of(7)= 
Ee at A 
包 中 


A 


4. 反 函 数 
在 函数 的 定义 中 , 我 们 要 求 对 vz e X, 在 及 中 必须 有 唯一 的 
数 f(z) 与 之 对 应 , 但 我 们 并 没有 要 求 X 中 的 任何 两 个 不 同 的 数 zi 


81.2 函数 的 概念 17 


和 zz, 在 及 中 与 之 对 应 的 两 个 数 f(z1) 和 f(z2) 也 必须 不 同 . 最 极端 
的 例子 是 常 值 函 数 , 其 所 有 点 上 的 函数 值 取 同一 个 数 . 

设 :一 Y 是 一 个 函数 . 车 对 任意 的 ZT1,T2 € X, 只 要 zl 六 zz， 
就 有 f(z1) 关 f(z2) 成 立 , 则 称 f(z) 是 单 的 ; 若 Y = f(X), 则 称 f(z) 
为 满 的 ; 若 f(z) 既是 单 的 又 是 满 的 , 则 称 它 为 一 个 一 一 对 应 . 

定义 1.2.2 ” 设 f:X 一 Y 是 一 个 一 一 对 应 . 定义 函数 g:Y -区 
如 下 : 对 任意 的 ye Y, 函数 值 g(y) 规定 为 由 关系 式 y = f(z) 所 唯一 
确定 的 z e X. 这 样 定义 的 函数 g(y) 称 为 是 函数 f(z) 的 反 函 数 , 记 
为 g= 广 !L. 

反 函数 z = 广 1(y) 的 定义 域 和 值 域 恰 为 原来 函数 y = f(z) 的 值 
域 和 定义 域 . 函数 / 和 其 反 函 数 -1 满足 : 


f(f I(Y))=y, wey, 
f-1(f(z))=z, vzeX. 


习惯 上 , 我 们 总 是 把 自 变 量 记 为 z, 因 变量 记 为 y， 因 此 , 为 了 遵 
从 统一 性 , y = f(z) 的 反 函 数 也 记 为 y = f-1(z)， 这 样 一 来 , 从 几何 
上 来 看 , y = f(z) 的 图 像 与 它 的 反 函数 y = f-!(z) 的 图 像 正 好 关于 直 
线 y = z 对称. 

在 中 学 数学 中 , 我 们 曾经 学 习 过 反 三 角 函 数 . 回想 一 下 , 在 定义 这 
类 函数 时 , 我 们 必须 将 三 角 函 数 限制 在 某 个 区 间 上 . 这 说 明 , 一 个 函数 
在 它 的 定义 域 中 可 能 不 是 单 的 , 但 把 它 做 适当 的 限制 后 则 常常 可 以 变 
成 单 的 , 从 而 可 以 定义 它 的 反 函 数 . 


例 1.2.7 求 y=f(z)= 2 的 反 函数 , 这 里 e = 2.7182.， 


为 一 常数 . ee 
解 ” 固 定 y, 为 了 从 方程 y= 二 一 中 求 出 zx, 我们 令 ee= = 则 
有 
2zy = 22—1. 
解 之 , 得 


2 一 2 土 V2y2 十 1. 
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由 于 z = er > 0, 故 合 去 y 一 V+1, 从 而 有 z = ln(y+ V+1). 因 
此 , 所 求 的 反 函 数 为 
y= f(r) = In(z + Vz? +1), ZE (—o00,+00). 
本 题 中 的 函数 f(z) 称 为 双 曲 正弦 函数 , 并 记 为 f(z) = sinhz (以 
后 我 们 将 给 出 所 有 双 曲 函数 的 定义 ), 它 的 反 函数 sinh : z 称 为 反 双 曲 
正弦 函数 . 双 曲 正弦 函数 和 反 双 曲 正弦 函数 的 图 像 如 图 1.2.6 所 示 . 


y=sinh > 


Y= 


SD=sinh! 


图 1.2.6 


例 1.2.8 ” 设 y= f(z) 为 定义 在 X 上 的 一 个 函数 , 并 且 记 Y = 
f(X). 证 明 : 车 存在 Y 上 定义 的 函数 g(y), 使 得 g(f(z)) = z, 则 f(z) 
的 反 函数 存在 , 而 且 9 = 三 1. 

证 明 ”容易 验证 , 复合 函数 是 单 的 充分 必要 条 件 是 其 内 、 外 函 
数 都 是 单 的 ， 由 g(f(z)) = z 是 X 的 恒 等 函 数 可 知 ，f(z) 是 单 的 ， 
从 而 f(z) 是 X 到 YY 的 一 一 对 应 . 于 是 , f(z) 的 反 函 数 存在 , 而 且 
对 VyeEY=f(X), 有 g(y)=g(f(z))=z=f71(y), 即 有 g=f71. 

作为 本 节 的 结束 , 我 们 来 讨论 一 下 分 式 线性 函数 的 反 函 数 和 复合 
函数 . 形 如 

尖 二 (ad 一 bcz0) 


的 函数 称 为 分 式 线性 函数 , 这 里 的 条 件 ad 一 bc 头 0 是 防止 它 变 成 一 个 
常 值 函数 . 
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ar 十 b _b-dy 
由 y= 各 二 和 ,可 推出 z 一 一人 ,而 有 有 


(-d)(-a) -bec=ad—bc#0. 
这 表明 , 任何 一 个 分 式 线性 函数 都 具有 反 函数 , 而 且 其 反 函 数 仍然 为 分 


式 线性 函数 . 
另外 , 设 
1 = eT 这 (a) 下 
则 容易 导出 
fio fo(z)= (oon Eos ob dd 
而 且 


(a102 + bic2)(c1b2 + did2) — (01b2 + b1d2)(c102 + dic2) 
= (aldl — bici)(a2d2 — b2c2) A 0. 
这 表明 , 任意 两 个 分 式 线性 函数 的 复合 还 是 分 式 线性 函数 . 


分 式 线性 函数 在 数学 的 许多 分 支 中 起 着 重要 的 作用 .这 个 函数 类 


有 着 许多 有 趣 的 性 质 . 例如 , 每 个 分 式 线性 函数 y = 2 (ad 一 bc 天 


0) 可 对 应 一 个 2 x 2 矩阵 ( , > ) 有 趣 的 是 , 任何 分 式 线性 函数 的 
C 


反 函 数 所 对 应 的 矩阵 刚好 是 它 对 应 矩阵 的 逆 乘 以 它 的 行列 式 的 -1 倍 ， 
而 任意 两 个 分 式 线性 函数 的 复合 函数 所 对 应 的 矩阵 则 刚好 是 它们 各 自 
对 应 和 矩阵 的 乘积 . 可 


细心 的 读者 可 以 发 现 ,对 y = jz) = 二 下 来 说 , 当 c 冯 0 时 ,f(z) 


在 z= -4 没有 定义 ; 另外 f(z) 的 信 域 也 不 包含 5. 如 果 我 们 形式 地 
令 f( 一 4) =oo 和 f(oo) = 2 而 当 e= 0 时令 (oo) = co, 则 可 以 验 


证 f(z) 是 及 U {coo} 到 及 WU {oo0} 的 一 个 一 一 对 应 , 从 而 以 上 的 求 反 函 
数 和 复合 的 运算 可 以 自由 地 进行 . 
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81.3 ”函数 的 性 质 


在 本 节 中 , 我 们 主要 介绍 某 些 函数 具有 的 一 些 特别 性 质 ， 这 些 性 
质 的 讨论 是 我 们 以 后 经 常 要 遇 到 的 , 因此 要 求 读者 能 用 准确 的 数学 语 
言 来 叙述 它们 的 定义 和 一 些 等 价 的 命题 . 


1.3.1 ”函数 的 有 界 性 


设 y = f(z) 是 定义 在 X 上 的 函数 . 若 存在 常数 M, 使 得 对 Vz e 
X, 都 有 f(z) < M, 则 称 f(z) 在 X 上 有 上 界 , 同时 称 M 是 f(z) 的 
一 个 上 界 ; 若 存在 常数 m, 使 得 对 Vz se X, 都 有 f(z) > m, 则 称 f(z) 
在 X 上 有 下 界 , 同时 称 m 是 f(z) 的 一 个 下 界 ; 若 f(z) 在 X 上 了 既 
有 上 界 M 又 有 下 界 m, 则 称 f(z) 在 X 上 有 界 . 此 时 , 对 Vz € X， 
有 mx< f(z) < M. 著 |f(z)| < M(z e X), 则 称 M 是 f(z) 的 一 个 界 . 

容易 看 出 , f(z) 在 X 上 有 界 的 充分 必要 条 件 是 存在 M > 0, 使 
得 当 ze 久 时 ,有 1f(z)| < M, 即 f(X) C [-M,MI]. 换 句 话说 , f(x) 
在 X 有 界 也 就 是 其 值 域 f(X) 是 一 个 有 界 集 . 

从 几何 上 来 看 , 若 函数 y = f(z) 在 X 上 有 上 界 M, 则 f(z) 的 图 
像 将 位 于 直线 y = M 的 下 面 ; 若 f(z) 有 下 界 m, 则 f(z) 的 图 像 在 直 
线 y = 和 mn 的 上 面 ; 若 f(z) 有 界 , 则 必 存 在 M > 0, 使 得 f(z) 的 图 像 位 
于 直线 y = M 和 2% = -M 之 间 . 

例 1.3.1 函数 y=sinz 和 w= cosz 在 及 上 有 界 ,M = 1 就 是 
它们 的 一 个 界 . 而 对 函数 y = z"，z e (一 00, 十 00) (mn 为 正 整数 ) 来 说 ， 
当 mn 为 奇数 时 , 它 既 无 上 界 , 又 无 下 界 ; 而 当 n 为 偶数 时 , 它 无 上 界 ， 
但 有 下 界 mm = 0. 

车 f(z) 不 是 X 上 的 有 界 函 数 , 则 称 该 函数 在 X 上 无 界 . 如 何 用 
肯定 的 语气 来 叙述 函数 的 无 界 性 呢 ? 我 们 分 析 一 下 , f(z) 在 X 上 无 界 
的 等 价 说 法 是 , 任何 正 数 M 都 不 是 y= f(z) 在 X 上 的 界 . 而 M 不 
是 y= f(z) 在 X 上 的 界 , 就 等 价 于 , 必然 3zo e X, 使 得 f(zo)| > M. 
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因此 , 车 用 肯定 的 语气 , 函数 f(z) 在 X 上 无 界 可 以 叙述 为 : VM > 0， 
3zo e X, 使 得 |f(zo)| > M. 

同 理 我 们 也 可 以 给 出 函数 f(z) 在 X 上 无 上 界 或 无 下 界 的 定义 ， 
请 读者 自 已 给 出 这 些 定 义 的 精确 数学 语言 的 措 太 : 

例 1.3.2 证明; f(z) = 一 全 在 (0,1] 区 间 上 既 无 上 界 也 无 下 
界 , 但 它 却 在 [a, 1] 上 有 界 , 这 里 1 > a > 0. 


证 明 ”YM > 0, 取 正 整数 no > M 并 取 zo = € (0,1， 


1 
2no7 十 T/2 


则 有 f(z0) = 过 = 2nor 十 了 > no > M， 这 就 证 明了 y = 一 
在 (0,1] 上 是 无 上 界 的 . 


取 z = A 7 (0 了 则 有 /tc)= 于 =-(2nor- 下 < 
Ne 
i 

-no < -M. 这 就 证 明了 y= 一 三 在 (0,1] 上 是 无 下 界 的 . 


Sin 一 
2 


对 >0 取 M=L >0 则 wzeloihi 有 


< 


< M, 


I 了 


ol 
Sin 一 
E49 


即 y= ee” 在 [a,1] 上 有 界 . 
1.3.2 ”函数 的 单调 性 


设 y = f(z) 是 定义 在 X 上 的 一 个 函数 . 若 对 任意 的 z1,z2 < X， 
只 要 zl < za, 便 有 f(z1) < f(z2)(f(z1) > f(z2)), 则 称 f(z) 在 X 上 
是 单调 上 升 (下 降 ) 函数 或 单调 递增 (递减 ) 函数 . 在 上 述 不 等 式 中 将 
“< ”(“>”) 换 成 “<<”(“>”), 则 称 f(z) 在 X 上 是 严格 单调 上 升 (下 
降 ) 函数 . 单调 上 升 函数 和 单调 下 降 函 数 统称 为 单调 函数 . 

严格 单调 的 函数 是 定义 域 到 值 域 的 一 一 对 应 , 所 以 它 存在 反 函 数 . 
但 存在 反 函 数 的 函数 未 必 是 单调 的 . 
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例 1.3.3 y = sinz(z e RR) 不 是 单调 函数 ， 但 当 其 定义 域 X 取 
为 [所] 时 , 它 是 严格 单 这 增 函数 ; 当 X 取 为 [3 加 | 时 , 它 是 
严格 单调 递减 函数 . 因此 该 函数 在 这 两 个 区 间 都 分 别 存在 反 函数 . 在 
习惯 上 , 我 们 用 y = arcsinz 表示 y= sinz 在 | 一 了 ,了 | 上 的 反 函 数 ， 
例 1.3.4 考查 函数 
Zz, ze[0lnaQ， 
1—-zx, ZzE€|[0,1)\Q. 


容易 看 出 , 该 函数 的 反 函 数 就 是 它 自己 , 但 f(z) 在 [0,1] 的 任何 子 区 间 
都 不 是 单调 的 . 


1.3.3 ”函数 的 周期 性 


设 y = f(z) 是 在 X 上 有 定义 的 函数 . 车 存在 T > 0, 使 得 对 任 
意 z eX 有 f(z+T) = f(z), 则 称 f(z) 为 周期 函数 , T 称 为 f(z) 的 
一 个 周期 . 若 存在 一 个 最 小 的 周期 Tb, 则 称 To 为 f(z) 的 基本 周期 . 

显然 , 以 T 为 周期 的 周期 函数 f(z) 的 定义 域 X 必须 满足 条 件 : 
对 一 切 的 re X, 有 T+zeX. 

例 1.3.5 ”函数 y= tanz 的 定义 域 为 


R\ {T+nn 5 neZ), 


它 是 以 r 为 基本 周期 的 周期 函数 

这 里 须 特 别 指出 的 是 , 并 非 所 有 的 周期 函数 都 有 基本 周期 . 

例 1.3.6 ”容易 验证 , 任何 正 有 理 数 都 是 狄 利克 雷 函 数 D(z)( 参 
看 例 1.2.2) 的 周期 . 因此 , 它 没 有 基本 周期 . 

车 一 个 定义 在 闭 区 间 [a,9] 上 的 函数 f(z) 满足 f(a) = f(b), 则 可 
将 它 延 拓 成 (oo0, +co) 上 以 T= 5b 一 a 为 周期 的 周期 函数 f(z). 

例 1.3.7 设 f(z) 为 定义 在 玉 上 的 周期 函数 ,并 且 有 基本 周 
期 7 > 0. 证 明 : 车 vz es (0, 7), 有 f(z) 关 f(0), 则 g(z) = f(z?) 不 是 
周期 函数 . 


| 
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证 明 ”用 反 证 法 . 假定 g(z) 是 周期 函数 , 而 且 T > 0 是 它 的 一 个 
周期 , 则 有 


f(z+T))=9+7)=g0) = (5), wzeR (1L3.) 


以 z=0 代 入 (1.3.1) 式 , 得 f(T?) = f(0). 而 f(z) 是 以 7 为 基本 
周期 的 周期 函数 , 因此 必 有 某 一 正 整数 上, 使 得 T? = kr, 即 T= Vk7. 
再 以 z= Vk 十 1)7 代入 (1.3.1) 式 , 得 


f((V(k+ Dr+ VET)) = fF((k + 1)7) = f(0), 


而 
jJ((VIE+Tr+Vkr)2) = f((2k+ 1)7r+2V(E+ ET) 
= (2V(k+ I)k7), 
所 以 


f(2V(k+ Dk7) = f(0). 
这 又 赣 涵 着 , 必 有 某 一 正 整数 n, 使 得 2VIETTJEr = nr， 由 此 可 
得 (3) = kk + 1) 这 一 等 式 表明 ,3 是 正 整 数 , 而 且 满足 上 < < 
+ 1 这 显然 是 不 可 能 的 . 这 一 矛盾 表明 , 9(z) 不 可 能 是 周期 函数 


1.3.4 ”函数 的 奇偶 性 


设 y = f(z) 是 定义 在 X 上 的 一 个 函数 , 而 且 X 是 关于 原点 对 称 
的 , 即 zeX 冀 涵 着 -zeX. 若 f(z) = 一 f(-z) 对 一 切 的 zeX 成 
立 , 则 称 f(z) 是 X 上 的 奇 函数 ; 车 f(z) = f(-z) 对 一 切 的 reX 成 
立 , 则 称 f(z) 是 X 上 的 的 偶 函 数 . 

容易 看 出 , 偶 函数 的 图 像 是 关于 y 轴 对 称 的 , 而 奇 函数 的 图 像 是 
关于 原点 对 称 的 . 

例 1.3.8 设 y= f(z) 是 X 上 的 奇 函数 且 存 在 反 函 数 . 证 明 : 它 
的 反 函数 也 是 奇 函数 . 
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证 明 ”由 奇 函数 的 定义 知 , 对 Vz e X, 有 f(z) = -f(z). 于 是 
-f/f (fz) = -z= (F(z) =f (fs), YreX, 


即 Vy es f(X), 有 一 /71(y) = f-!(-y). 这 就 证 明了 f-! 也 是 奇 函 数 . 
例 1.3.9 证明 f(z) = In(z + VI+z2) 是 奇 函数 . 
证 明 ”由 于 f(z) 是 奇 函 数 y = sinhz 的 反 函 数 , 故 由 上 例 知 , 该 
函数 是 奇 函 数 . 


814 初等 函数 


在 $1.2 中 已 经 指出 , 常 值 函数 、 寡 函数、 指数 函数 、 对 数 函 数 、 三 
角 函 数 和 反 三 角 函数 统称 为 基本 初等 函数 , 从 这 些 基本 初等 函数 出 发 ， 
经 过 有 限 多 次 加 、 减 、 乘 、 除 和 复合 运算 所 能 得 到 的 所 有 函数 统称 为 
初等 函数 . 对 基本 初等 函数 及 其 基本 性 质 , 大 家 已 经 十 分 熟悉 , 这 里 我 
们 就 不 再 歼 述 .下 面 我 们 只 简要 地 介绍 一 下 双 曲 函数 , 这 是 一 类 十 分 
有 用 的 初等 函数 , 在 以 后 的 学 习 中 常常 用 到 它们 . 


双 曲 函数 定义 如 下 : 
zo-z —z 
sinhz = E 2 ， Coshz= s I 
x oz 了 了 
tanhip ee cothz = 2 + 3 
和 A 


我 们 把 这 四 个 函数 分 别称 之 为 双 曲 正弦 、 双 曲 余弦 、 双 曲 正切 和 双 曲 
余 切 . 由 定义 不 难看 出 , sinh z, tanh z, cothz 都 是 奇 函 数 , 而 coshx 是 
偶 函数 (参见 图 1.4.1 (a),(b)). 
由 双 曲 函数 定义 出 发 , 可 以 导出 许多 类 似 于 三 角 函 数 的 恒等式 . 例 
如 , 有 
sinh 27 = 2sinh zcoshz， cosh2z ~ sinh2 z = 和 


cosh? z + sinh? z = cosh 2z， coshz = 1+2sinh? 


这 些 恒等式 正好 对 应 于 如 下 的 三 角 函 数 恒 等 式 : 
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sin 27 = 2 sin x cos7, cos2 z+sin z= 1, 


和 ,27 
cos27 一 sin2z 一 Cos 27, coszt 一 1 一 2sin2 BE 


1.4.1 


令 X=coshz,Y = sinhz, 则 它们 满足 双 曲 方程 


X2 一 Y2 = 1 


这 是 双 曲 函数 名 称 由 来 的 原因 之 一 . 在 单位 圆 盘 上 的 非 欧 几何 一 一 双 
曲 几何 (俄国 人 称 之 为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 , 西方 人 称 之 为 庞 加 莱 
(Poincaré 几何 ) 理论 中 , 双 曲 函数 是 基本 的 研究 工具 . 


习题 一 


1， 设 集合 4 = {1,2,4,8}, B = {1,3,6,9}, 试 求 4UB, 4nB 
和 A-B. 
2. 设 集 合 4 = {2n 一 1; n€ N}, B = {2n; n € N}, 试 求 4UB, 4n 
B,A-B 和 B-A4. 
> 1 Et 
3.YneN, 设 入 =[-1+ 吉 ,1 可 试 束 U 4 
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和 1 和 二 ee 
4 weRN, 设 Bo=|[-1-51+ 于 |, 试 求 站 B。. 
n=1 


5. 试用 肯定 的 语气 叙述 X C RR 是 无 界 集 , 并 且 证 明 集 合 4 = 


{nsin 也 nNE€ z} 是 无 界 集合 . 


6. 求 下 列 集合 的 上 、 下 确 界 : 

(ly B= fn 六 (CD 让 9 

(2)E= IN\{: 0<m<n, mneN}; 

(3) E= { MI 十 2n(-D” : neRN}; 

(4) E={z- [2]: zeR}. 

7. 设 4 和 B 是 两 个 非 空 的 有 上 界 的 实数 集合 , 定义 集合 C = 


{z+y: ZE€ A,y& B}. 证明: supC = sup A 二 supB. 


8. 设 正 数 > 经 过 四 合 五 入 后 得 到 整数 y, 写 出 y 与 > 之 间 的 函数 


关系 . 


9. 某 市 出 租车 按 如 下 方式 计 费 : 3 千 米 以 内 为 起 步 价 10 元 ; 超 


过 3 千 米 而 不 足 10 千 米 的 部 分 每 千 米 2 元 ; 超过 10 千 米 的 部 分 每 千 
米 3 元. 试 给 出 车 费 与 行驶 里 程 之 间 的 函数 关系 . 


10. 设 f(z) = zz + az 十 久 证 明 

max{|f(O FODL f(D} > 
11. 求 函数 y = Vz 一 x2 的 定义 域 和 值 域 . 
12. 作 函 数 y 一 |z 一 al+3|z 一 可 (a < 号 的 图 像 
13. 设 定义 在 R 上 的 函数 f(z) 满足 


2f(7) + f(1— 7)= 7?, vreR. 


试 求 f(z) 的 表达 式 . 


14. 设 f(z) 是 定义 在 RR 上 的 函数 , 且 对 一 切 不 为 零 的 实数 > 有 


心 te 
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试 给 出 f(z) 的 表达 式 . 
15. 设 f(z) 和 g(z) 是 定义 在 D 上 的 有 界 非 负 函数 , 证 明 : 
jab f(z) inf 9(7) < inf [f(z)g(z)] < op f(z) inf g(2). 
16. 设 函数 f(z) 在 D 上 有 定义 , 证 明 : 
(1) sup{~f(2)} = ~ 8 f(2); 
(2) inf {-f(z)} =— sup f(z). 
17. 用 分 段 表 达 式 来 表示 下 列 定 义 在 (00, +co) 上 的 函数 : 
(1 jz) =lz+li 一 jz 一 下 
(2) f(z) = sgn[z(2 一 z)(3z + 1)]; 
(3) f(z) = arcsin(cosz); 
(4) f(z) = 7 — [2]. 
18. 设 f(z) = Vz 定义 在 [0,1) 上 . 
(1) 将 f(z) 延 拓 到 (-1,1) 上 , 使 其 成 为 偶 函数 ; 
(2) 将 f(z) 延 拓 到 (-1,1) 上 , 使 其 成 为 奇 函数 ; 
(3) 将 f(z) 延 拓 到 (一 o0, +co) 上 , 使 其 成 为 周期 为 1 的 周期 函数 . 
19. 写 出 下 列 函 数 的 反 函 数 : 


0 fj 四 = 行 2 


2z 一 1， ze (-co,1]， 
(2) f(z) = z2?， ZE (1,10]， 
72Inz, zeE (10,+oo); 
(3) f(z)= V1—z? (1 和 zs 和 0); 
20， 设 f(z) = 22 一 27, g(z) 二 (全 。 “2 求 JoG) 
9(f(z)), 9(g(z)) 的 表达 式 . 
21. 设 f(z) =|z+1| 一 |z 一 1, 求 n 次 复合 函数 fofo..of(z). 
个 
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22. 设 函 数 f(z) 为 [-a,al 上 的 奇 ( 偶 ) 函数 , 证 明 : 车 f(z) 在 [0,a] 
上 递增 , 则 f(z) 在 [-a,0] 上 递增 ( 减 ). 

23. 设 函 数 f(z) 定义 在 集合 上, 证 明 : f(z) 在 EE 上 严格 单调 
的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 zl, za, rs e E, 若 zi < za < za, 则 必 有 


(f(z1) - f(za))(f(za) — f(z3)) > 0. 


24. 设 f(z) 是 定义 在 尺 上 以 o > 0 为 周期 的 函数 , a 为 一 给 定 的 
数 . 证 明 : 车 f(z) 在 [a,a + ol 上 有 界 , 则 f(z) 在 及 上 有 界 . 

25. 证 明 sin(z? + z) 不 是 周期 函数 . 

26. 设 函 数 f(z) 在 (0,+co) 上 定义 , zi za > 0. 证 明 : 


0 车 9 单调 下 降 , 则 f(z1 + ma) < f(z1) + Tao 


(2) 车 /9 单调 上 升 , 则 f(z1 + zz) > f(z1) + f(z2). 

27. 设 函 数 f(z) 在 (-oo,+co) 上 定义 , 且 f(f(z)) 三 z 

(1) 这 种 函数 f(z) 是 否 唯一 ? 如 果 不 唯 一 请 举例 说 明 ; 

(2) 车 f(z) 是 严格 递增 的 , 此 时 是 否 唯一 ? 为 什么 ? 

28. 设 函 数 f(z) 在 (-oo, +co) 上 定义 , 证 明 : 若 f(f(z)) 存在 唯一 
的 不 动 点 , 则 f(z) 也 存在 唯一 的 不 动 点 .( 注 : 若 存 在 p 使 得 g(p) = 
则 称 p 是 9 的 不 动 点 . 和 

29. 证 明 f(z) = 下 一 一 


30. 用 肯定 的 语气 叙述 : 
(1) 函数 f(z) 不 是 (oo0, +co) 上 的 周期 函数 ; 
(2) 函数 f(z) 在 (a,b) 上 无 下 界 . 


在 (-co,+co) 上 有 界 . 
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极限 是 构筑 微 积分 坚实 理论 体系 的 基石 . 要 想 对 数学 分 析 这 门 学 
科 的 实质 有 一 个 真正 的 了 解 和 掌握 , 就 必须 准确 掌握 极限 的 概念 和 无 
穷 小 的 分 析 方法 .这 一 章 我 们 将 致力 于 序列 极限 的 讨论 , 从 中 建立 极 
限 的 主要 理论 与 方法 . 下 一 章 我 们 来 讨论 函数 的 极限 . 


8§2.1 序列 极限 的 定义 


2.1.1 序列 


所 谓 的 序列 (有 时 也 称 为 数列 ) 实质 上 就 是 一 个 从 正 整数 集 N 到 
实数 集 R 的 一 个 函数  : N 一 R. 但 我 们 常 将 一 个 序列 看 做 是 按照 
一 定 顺 序 排列 的 一 列 数 : 


Z1 = f(1), z2 = f(2), ,zn = f(n), + 


一 个 序列 通常 记 为 {zn}, 其 中 zn 称 为 通 项 . 有 时 为 了 简单 起 见 , 我 们 也 
将 构成 一 个 序列 的 所 有 数 作成 的 集合 记 为 {zn}, 即 此 时 {z，} = f(N). 
读者 以 后 应 注意 “集合 {zw}” 和 “序列 {zn}” 的 区 别 . 


例如 , 序列 


1 
i 
的 通 项 是 i 但 在 有 的 时 候 序 列 的 通 项 却 很 难 用 公式 给 出 , 如 圆周 率 x 


精确 到 小 数 点 后 ”位 的 有 限 小 数组 成 的 序列 


MI~ 


3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, ... 


就 不 可 能 写 出 通 项 公式 . 


30 第 二 章 序列 的 极限 


我 们 已 经 知道 在 任意 两 个 实数 之 间 必 有 有 理 数 , 有 理 数 集 的 这 一 
性 质 称 为 有 理 数 集 在 实数 集中 的 稠密 性 ， 使 人 吃惊 的 是 ,在 数 轴 上 
密密麻麻 分 布 的 有 理 数 的 全 体 竟然 可 以 排 成 一 个 序列 . 下 面 我 们 仅 排 
列 [0,1) 中 的 有 理 数 , R 中 有 理 数 的 排列 留 给 读者 作为 练习 . 

由 于 (0,1) 中 的 任何 一 个 有 理 数 都 可 唯一 地 表示 为 2 其 中 p 和 4 
是 两 个 互 素 的 正 整数 且 p < g, 因此 我 们 可 以 将 [0,1) 中 的 所 有 有 理 数 
按照 其 分 母 的 大 小 从 小 到 大 排列 , 而 相同 分 母 的 再 按 其 分 子 的 大 小 从 
小 到 大 排列 . 这 样 , 我 们 就 可 得 到 序列 : 


对 此 序列 , 似乎 也 很 难 写 出 它 的 通 项 公式 . 
2.1.2 ”序列 极限 的 定义 


对 于 给 定 的 一 个 序列 {zn}, 我 们 这 里 主要 关心 的 是 随 着 n 的 增 
大 , zn 的 变化 趋势 . 为 此 , 我 们 首先 必须 说 清楚 “变化 趋势 ”是 什么 意 
思 . 下 面 我 们 先 看 几 个 具体 的 例子 . 

例 2.1.1 序列 ze = = 12,…) 随 着 的 增 大 , zn 从 0 的 
右边 越 来 越 趋 近 于 0. > 

例 2.1.2 ”序列 zn = CY = 1,2,.…) 随 着 n 的 增 大 , zw 时 
而 在 0 点 的 右边 , 时 而 在 0 点 的 左边 , 但 zn 与 0 的 距离 越 来 越 趋 近 
于 0. 

例 2.1.3 ”序列 {zn} 由 下 列 法 则 确定 : 

Ton = 去， Z2n+1l = 二 (n=1,2,.…). 

对 于 这 一 序列 , 虽然 我 们 不 能 说 , 随 着 n 的 增 大 , z,, 与 0 的 距离 越 来 
越 趋 近 于 0, 但 zn 与 0 的 距离 也 是 无 限 地 接近 于 0, 只 不 过 奇数 项 与 
偶数 项 接近 零 的 速度 不 同 而 已. 

例 2.1.4 设 {za} 由 下 式 给 出 : 
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1 
Tan-1 二 也， Tan=0 (n=1,2,.…), 


则 {zn} 有 无 穷 多 项 为 0, 而 随 着 n 的 增 大 , z2n_1 也 无 限 地 趋 于 0. 因 
此 , 随 着 n 的 增 大 , 整个 序列 也 是 趋 近 于 0 的 . 

分 析 以 上 例子 我 们 发 现 , 当 n 无 限 变 大 时 , 尽管 它们 的 变化 过 程 
各 具 特 点 , 但 四 个 序列 最 终 都 无 限 地 趋 于 一 个 常数 a = 0. 这 种 随 着 
的 增 大 可 以 无 限 地 趋 于 一 个 常数 的 序列 正 是 我 们 感 兴趣 的 . 那么 怎样 
来 精确 地 描述 一 个 序列 {zn} 无 限 地 趋 于 一 个 常数 a 呢 ? 也 许 大 家 会 
说 , 这 是 指 zn 与 a 的 差 ( 随 着 n 的 增 大 ) 可 以 达到 任意 小 的 程度 . 显 
然 , 这 只 是 一 种 描述 性 的 说 法 , 十 分 不 宜 于 进行 严格 的 数学 推理 和 演 
绎 . 其 实 , 给 出 其 精确 的 定义 并 非 一 件 易 事 , 经 过 众多 数学 家 的 不 懈 努 
力 和 不 断 探 索 , 直到 19 世纪 才 有 了 数学 上 的 如 下 定义 : 

定义 2.1.1 ” 设 {zn} 是 一 个 序列 . 若 存在 常数 ce 及 , 使 得 Ve > 
0,3N EN, 当 n>NN 时 ,有 


|zn 一 al < e， 


则 称 该 序列 是 收敛 的 , 并 称 a 为 该 序列 的 极限 (或 者 说 序列 {zn} 收 
敛 于 a)， 记 做 lim zn = a 或 zn 一 an 一 oo). 车 不 存在 a € 到, 使 
得 {zn} 收敛 于 a, 则 称 之 为 发 散 序 列 . 

在 上 述 定义 中 , s 是 事先 给 定 的 任意 小 的 正 数 , 若 对 e1 > 0, 我 们 已 
经 找到 了 正 整 数 Ni, 使 得 当 n > Ni 时 , 有 |zn 一 a| < st 则 对 Ves > sl 
当 n > Ni 时 , 必 有 |zn 一 a| < el < ez. 所以, s 贵 在 “小 ”. 此 外 , 一 般 
来 说 , N 是 依赖 于 e 的 , < 越 小 , 所 需 的 NN 就 会 越 大 . 对 一 个 给 定 的 正 
数 =s, 如果 N 是 满足 定义 中 的 要 求 的 正 整数 , 则 显然 对 任何 比 N 大 的 
正 整 数 也 满足 定义 的 要 求 . 

现在 我 们 来 考查 序列 极限 的 几何 意义 . 极限 定义 中 的 不 等 式 


lzn 一 al < e， vn > N， 


可 以 写成 
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a~e<zn <ate, vn>N, 
即 
zn EU(a,e) = (a—e, at+e), vn>N. 
因此 ,如 果 采 用 几何 的 语言 , 极限 的 定义 可 以 表述 为 : ve > 0, 在 a 
的 < 邻 域 UV(a,e) 内 包含 了 {zn} 自 某 项 之 后 的 所 有 项 . 与 之 等 价 说 法 
是 : Ve > 0, 在 a 的 = 邻 域 U(a,s) 外 只 有 {zn} 的 有 限 项 . 如 图 2.1.1 
所 示 . 


图 2.1.1 


思考 题 ”将 序列 {zn} 看 成 是 定义 在 正 整数 集 上 的 函数 , 试 描述 
序列 极限 的 几何 意义 . 
例 2.1.5 证 明 lim 一 =1. 
严 一 co 用 十 1 
证 明 ”对 任意 给 定 的 。 > 0, 要 使 


n 1|= 
n+l ~ n+l 


< 


只 需 
1 
n>—-—1. 
€ 
于 是 , 取 大 于 三 一 1 的 任意 正 整数 作为 N (例如 , 取 N = []), 则 
当 n>NN 时 , 就 有 
本 | 三 =L : 
n+l1 n+i+l1 
由 极限 定义 知 ，lim 一 = 1 成 立 . 
n=oon 二 1 
例 2.1.6 证明 Jim 和 =0 (lal < 1). 
证 明 ”不 妨 设 9 # 0, 否则 该 序列 为 常 序列 (zs = 0, n = 1,2.…), 
所 述 极限 自然 成 立 . 


<e. 
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Ye > 0 (不 妨 设 = < 1), 要 使 


le ~0|= lgl" <e， 


只 要 
nlnlgl < Ine. 
注意 , 这 里 In|g| < 0, lns < 0, 于 是 上 式 等 价 于 
Ine 
n mar 


因此 , 取 NN = [ 冯 和 ], 则 当 n > N 时 , 就 有 le* -ol < 
即 lim gn" =0 成 立 . 
§ , nn+2 _1 
全 2.17， 证明 ont 名 
证 明 ”对 任意 的 正 整数 w 我 们 有 


n2—n+2 | 5n—2 5n _1 
3n2+2n+4 3 y 


3m tantd) < ni <n 


于 是 ,ve > 0, 只 要 取 N = [2] +1, 则 当 n> N 时 , 就 有 


m2 一 你 十 2 _1 下 
3n2+2n+4 3| no 
m2 一 你 十 2 1 
证 有 明子 ii 一 作 
这 就 证 明了 lim zg 3 
例 2.1.8 证 明 lim Wa= 1l(a > 1). 
no 


证 法 1 ve > 0, 要 使 
lVa-1l= ya-1<s， 


只 要 Ya < 1+e, 即 lga < lg(1+6), 这 只 要 n> me 于 是 ， 


lga 4 . 
取 N 一 [a6]; 则 当 n> N 时 ,就 有 |Y-11<e, 即 
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lim Wa=1. 


了 一 oo 


证 法 2 令 Wa-1=hn, 则 h>0, 而 且 
a=(1+hn)"” =1+nhat + (hn)” > nhn, 


从 而 


0< hn < 2 vn Ee N. 


这 样 , ve > 0, 要 使 15 -1 = 和 < ,只 要 <. 现在 取 N = [9]， 
则 只 要 n> N, 就 有 |Ya -1 <e 即 lim Wa=1. 
肯定 义 来 证 明 极 限 的 过 程 , 实际 上 就 是 对 于 相对 确定 的 正 数 < 去 
找 相应 的 正 整 数 N 的 过 程 . 换 句 话说 就 是 , 你 任 给 我 一 个 正 数 <, 我 去 
给 你 找 一 个 相应 的 正 整 数 N, 在 找 N 的 过 程 中 , s 是 相对 固定 的 . 而 
找 N 的 过 程 实质 就 是 解 不 等 式 的 过 程 . 因此 , 为 了 使 所 解 的 不 等 式 尽 
可 能 的 简单 , 我 们 可 以 将 所 估计 量 做 适当 的 放大 (参见 例 2.1.7), 但 不 
能 放 得 太 大 , 要 保证 从 中 能 够 找到 所 需要 的 正 整数 N. 

下 面 我 们 来 讨论 一 下 发 散 序列 . 如 何 用 肯定 的 语气 来 表述 一 个 序 
列 是 发 散 的 呢 ? 从 定义 知 , 一 个 序列 {fz*} 是 发 散 的 等 价 于 任何 数 ae 
R 都 不 是 它 的 极限 . 这 样 ， 上述 问 题 就 转化 为 怎样 用 肯定 的 语气 来 表 
述 {zn} 不 收敛 于 a. 大 家 已 经 知道 , {zn} 收敛 于 a 意味 着 a 的 任意 
小 的 邻 域 的 外 面 只 有 序列 中 的 有 限 多 项 . 因此 , 若 {z} 不 收敛 于 a, 则 
存在 a 的 一 个 邻 域 U(a,eo), 使 得 在 它 之 外 必 有 {zn} 的 无 穷 多 项 . 于 
是 , 若 用 肯定 的 语气 , 发 散 序列 可 以 叙述 为 : 

设 {zn} 是 一 个 序列 . 若 va e R, 3e0 > 0 对 VN e N, 总 存 
在 no > N, 使 得 |zn。 一 a| > so, 则 称 {zn} 为 发 散 序 列 . 

仔细 观察 上 述 的 表述 , 不 难 发 现 , 在 发 散 序 列 的 定义 中 , 只 是 将 极 
限定 义 中 的 “v” 换 成 了 “3”,“3” 换 成 了 “v”. 尽管 这 样 , 我 们 还 是 
希望 读者 能 理解 这 样 表述 的 实质 , 而 不 是 形式 地 加 以 记忆 . 

例 2.1.9 证明 如 下 定义 的 序列 是 发 散 的 : 
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L n=2k—1, 
Tn= 4 | 
E 二 2 
证 了 明 ”对 任意 给 定 的 ce R, 取 so = 1, 则 对 于 任 给 的 正 整数 入 ， 
选取 no = 2ko > max{N, a 十 1}, 其 中 ko 为 正 整数 , 便 有 no > NN, 而 
且 zno 一 a 二 2ko 一 a >1= eo, 即 a 不 是 {zn} 的 极限 . 由 a 的 任意 性 
知 序列 {zn} 发散. 


2.1.3 无穷 小 量 


作为 序列 极限 的 特例 , 我 们 引入 无 穷 小 量 的 概念 . 

定义 2.1.2 ” 设 {zn} 是 一 个 序列 . 车 zn 一 0(n 一 00), 则 称 序 
列 {xn} 为 无 穷 小 量 , 记 为 zx, = o(1) (n 一 00). 

这 里 需 特别 指出 的 是 , 无 穷 小 量 并 不 是 一 个 很 小 的 量 , 而 是 极限 为 
零 的 一 个 变量 . 

例 2.1.10 ”证 明 序列 {2} 是 无 穷 小 量 , 这 里 a> 1. 

证 明 ”注意 到 


Ee (n > 四 )， 


其 中 0 二 人 是 常数, Ve > 0, 要 使 


-< 
只 需 
> Ca 
[3 
于 是 , 取 N = [2] + 1 则 只 要 n> N, 就 有 


| 后 -<e 


即 lim_ 2 = 0, 从 而 序列 {全} 是 无 穷 小 量 . 
用 一 oo 也 也 
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例 2.1.11 证明 序列 {z,} 是 无 穷 小 量 , 其 中 


n=2k—1, 
on 
w= 1 n= 1,2,... 


< 
所 以 ,ve > 0, 取 N= [二 |, 则 当 n>N 时 ,有 


时 
lzn -0l< — <&, 
m 


所 
即 lim zn = 0. 这 就 证 明了 所 述 序列 {zn} 是 无 穷 小 量 . 

利用 极限 的 定义 容易 证 明 无 穷 小 量 有 如 下 的 基本 性 质 : 

定理 2.1.1 ” 设 {zn} 是 一 个 序列 . 

(1) {zn} 是 无 穷 小 量 的 充分 必要 条 件 是 {lzn|} 是 无 穷 小 量 ; 

(2) 车 {zn} 是 无 穷 小 量 , M 是 一 个 常数 , 则 {Mzn} 是 无 穷 小 量 ; 

(3) ,lim_ zn = a 的 充分 必要 条 件 是 {zn - a} 是 无 穷 小 量 . 

证 明 留 作 练习 . 

2.1.4 无穷 大 量 

对 于 序列 zn = (一 1)* 和 zx。 = (一 1)"™n (n = 1,2,…) 来 说 , 虽然 它 
们 都 不 存在 极限 , 但 这 两 者 有 着 本 质 的 区 别 : 前 者 中 的 z 随 着 n 的 
增加 在 -1 和 1 这 两 点 上 跳 来 跳 去 ; 而 后 者 , 则 随 着 n 的 增加 , 其 绝对 
值 目标 一 致 地 趋向 +co. 因此 我 们 有 如 下 定义 : 

定义 2.1.3 ” 设 {zn} 是 一 个 序列 . 车 YM > 0, 3N, 当 m > N 时 ， 
有 zn > M, 则 称 {zn} 为 正 无 穷 大 量 ( 有 时 也 称 {zn} 的 极限 为 +eo， 
记 为 ,jim zn =+00); 车 YM > 0， 3N, 当 n> N 时 , 有 zn < -AM, 则 
称 {zn} 为 负 无 穷 大 量 (有 时 也 称 {zn} 的 极限 为 -oo, 记 为 “lim zn = 
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一 00); 车 {|zn|} 是 正 无 穷 大 量 , 则 称 {zn} 为 无 穷 大 量 (有 时 也 称 {x,} 
的 极限 为 oo, 记 为 lim zn = co)、 

显然 , 正 无 穷 大 量 和 负 无 穷 大 量 都 是 无 穷 大 量 ， 具有 有 穷 极限 和 
无 穷 极 限 的 序列 有 着 本 质 的 区 别 , 必须 加 以 区 别 . 因此 , 当 序列 有 有 穷 
极限 a 时 , 我 们 说 它 收敛 于 a; 当 序 列 有 无 穷 极 限 a 时 , 我 们 说 它 发 散 
到 +oc, -co 或 oo. 在 本 书 的 后 续 部 分 , 如 果 没 有 特别 说 明 , 凡 提 到 极 
限 存 在 , 均 指 有 穷 极 限 的 情形 ; 车 包括 无 穷 极 限时 , 则 说 其 广义 极限 存 
在 , 此 时 也 说 序列 是 广义 收敛 的 . 

例 2.1.12 设 zn = 工 十 2 Ln = 1,2,…), 证 
明 men = 十 ooc. 


证 明 ”注意 到 , 当 n> 2* 时 ,有 


es Re | 1 1 
a de rr 
Sp Ep 
2 4 4 8 8 8 8 Ph Pe 
2 项 4 项 2x-1! 项 
汪 和 1 
1 
(k-1) 项 
> 
2 
故 vM > 0, 和 欲 使 
Zn > M, 
只 需 
k>2M. 


这 样 , 只 要 取 N = 2PMI+1, 则 当 n > N 时 , 有 
> RM+1 2M _ 
人 2 2 一 

从 而 由 极限 定义 知 dm rn 一 十 co 成 立 . 


M, 
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无 穷 大 量 和 无 穷 小 量 之 间 有 如 下 的 关系 : 

定理 2.1.2 {zn} 是 无 穷 小 量 的 充分 必要 条 件 是 {二} 是 无 穷 
大 量 , 这 里 假定 对 任意 的 正 整数 n， 有 zz 0. 

证 阴 。 先 证 必要 性 . 设 im za =0, 则 YM > o( 即 = 广 >0)， 
3N, 当 m”> N 时 ,有 


从 而 有 


即 lim 2 oo. 
no0 Tn 


再 证 充分 性 . 设 lim zn = co, 则 ve > 0( 即 M = : > 0)， 3N, 
当 n> N 时 ,有 


|zn| > =， 
从 而 有 
此 | <s 
Tn 
即 lim 一 = 
no00 Tn 


作为 本 节 的 结束 , 我 们 再 举 一 例 . 

例 2.1.13 设 lim zn = a 试 证 lm =a, 这 里 a 
可 以 是 有 限 实数 , +o0 或 -oo. 

证 明 ” 先 证 a 是 有 限 实数 的 情形 ，ve > 0, 由 于 im zn = %， 
故 3Ni, 使 当 n > Ni 时 ,有 


|zn —al < 3: 
对 于 取 定 的 正 整数 Ni, 由 于 


[zi1—al+|z2—al+.…+|zN —a 
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就 是 一 个 不 随 n 的 变化 而 变化 的 常数 , 因此 有 
ji (=al+ le = alt + lem, -al 

于 是 , 又 存在 正 整数 Nz > 0, 当 n Nz 时 , 有 
rs el te el + ow al EE 
现在 取 N = max{ Ni, N2}, 则 当 n > N 时 , 有 
0 ey <ls1 -+le -al+.+len -0 


=0. 


DL 


n 
lz1— ol+.…+|zm, ~ ol 


n 
em +t 


从 而 有 Ji 
下 证 -+ 的 情形 ，VYM > 0, 由 lim zn = +oo 知 ，3Ni， 

当 n> Nm 时 ,有 zn>2M, 且 zi+zz 十 … .二 ZN > 0, 从 而 有 
十 十 Zn ,TNH+ :+in ,2n— N) 


M. 
Nn nn n 
现在 取 N = 2Ni, 则 当 n > N 时 , 有 
nN _ Ni 
rh 
从 而 有 
Z1 十 … 十 Zn < 2n—- Ny 、M 
n n 
这 就 证 明了 lim。 了 二 +oo 


对 a = -oo 的 情形 证 明 是 类 似 的 , 请 读者 自己 给 出 . 
思考 题 
(1) 车 lim zn = co, 是 否 有 lim 也 二 


十 开 
二 一 oo7 
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(2) 车 {zo} 发散 ,是否 有 { 宇 二 一半 } 亦 发 艇 ? 
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在 上 一 节 中 , 我 们 已 经 对 极限 有 了 初步 的 认识 . 对 于 一 个 序列 , 我 
们 要 讨论 的 主要 问题 是 : 

(1) 它 是 否 存在 极限 ? 

(2) 如 果 极 限 存 在 , 如 何 来 求 出 这 一 极限 ? 

对 一 些 简单 的 序列 , 我 们 很 容易 看 出 它 是 否 收敛 , 甚至 能 看 出 它 的 
极限 是 什么 . 但 对 一 般 的 序列 来 说 , 这 是 两 个 相当 困难 的 问题 . 可 以 这 
么 说 , 整个 数学 分 析 自 始 至 终 都 在 讨论 各 种 极限 的 存在 性 以 及 求法 等 
问题 . 极限 论 可 以 看 成 是 分 析 学 与 代数 学 的 主要 区 别 . 

在 这 一 节 , 我 们 来 进一步 讨论 序列 极限 的 基本 性 质 . 

定义 2.2.1 ” 设 {zn} 是 一 个 序列 . 若 3M > 0, 对 Yn, 有 |zn|<M 
成 立 , 则 称 {z} 是 有 界 的 . 

显然 , 以 上 定义 等 价 于 数 集 {zn} 是 一 个 有 界 集 . 

车 一 个 序列 {zn} 是 有 界 的 , 则 记 为 z= O(1) ( 读 做 大 O); 若 存 
在 M2 > Mi > 0 和 正 整 数 N, 使 得 当 n > N 时 , 有 Mi < |zn| < Mo， 
则 以 z = 00(1) 表示 之 . 

定理 2.2.1 (1) 改变 一 个 序列 {zn} 的 有 限 多 项 , 不 改变 其 敛 散 
性 ; 当 {zn} 收敛 时 , 则 不 改变 其 极限 值 . 

(2) (唯一 性 ) 收敛 序列 的 极限 是 唯一 的 . 

(3) (有 界 性 ) 收敛 序列 是 有 界 的 . 

证 明 ”(1) 由 极限 定义 立即 可 得 . 

(2) 用 反 证 法 证 之 . 如 果 结 论 不 真 ， 则 存在 收敛 序列 {z*} 和 实 
数 b 关 a, 使 得 limzn=a 且 ,lim zn = b， 不 失 一 般 性 , 我 们 不 妨 
设 a < 现在 取 co = “二 和, 则 由 极限 定义 知 , 存在 正 整数 N, 和 N;， 
使 得 
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lzn 一 al<so， vn>N, 


lzn 一 中 <so， vvn > Na2. 


令 N = max{Ni,N2}, 则 当 n > N 时 , 上 述 两 个 不 等 式 都 成 立 . 由 第 
一 个 不 等 式 , 得 


a+b 
TN+1 <a+é0= 5, 


2 
而 由 第 二 个 不 等 式 , 得 


at+b 
2 


这 显然 是 不 可 能 的 , 因此 (2) 成 立 . 
(3) 设 ,lim zn = a 特别 取 so = 1, 则 3N, 使 得 当 n > N 时 ， 
有 |zn 一 a| < 1, 从 而 


=b—é0 < ZN+1. 


lznl <lal+lzn~al<loltl, vn>N. 


令 M = maxflal 十 1,|zil,… ,znl}, 则 对 Yn, 有 |zn| < M, 即 {zn} 是 
有 界 的 . 

思考 题 ” 试 举例 说 明定 理 2.2.1(3) 的 道 命题 不 真 . 

定理 2.2.2 ( 保 序 性 ) ”给 定 两 个 序列 {z,} 和 {yn}, 并 且 假定 


lim zn = a, lim yn = b, 
n—o0 mm 一 oo 


则 有 : 

(1) 车 a < b, 则 对 任意 给 定 的 ce (a, 6), 3No > 0, 使 得 当 n > No 
时 ,有 zn < c < yn; 

(2) 若 3No >0, 当 n> No 时 , 有 zn 和 加 , 则 ac 科 让 

证 明 (1) 令 so = min{c 一 a, 5b 一 c}, 则 由 极限 的 定义 知 , 3N > 0， 
使 得 当 n > N 时 , 有 |zn 一 a| < eo 且 lyn 一 6b| < eo 成 立 . 由 此 可 得 ， 
当 n > N 时 ,有 


zn<eotag(c—-a)+a=c=b— (0—c) <b— eo < yn: 
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(2) 用 反 证 法 证 之 . 如 若 不 然 , 则 有 a > b 现 取 co = 3, 由 (1) 

所 证 知 , 3N > 0, 使 得 当 n > N 时 , 有 
yn < 2 < Tn- 

这 与 已 知 条 件 zn < yn (n > No) 相 矛 盾 , 故 必 有 a < 2b 成 立 . 

推论 设 lim zn = a > 0, 则 对 任 给 0 < a <a,3N1 >0, 使 得 
当 n>NV 时 , 有 zn > o; 车 lim zn = 8 < 0, 则 对 任 给 0 > b>。b， 
3N2 > 0, 使 得 当 n > Na 时 , 有 zn < 以. 

注 ”注意 , 在 定理 2.2.2 的 (2) 中 , 即使 对 一 切 的 nn 有 zn < yn， 
也 未 必 有 a < 2. 例如， 


i 浴池 人 和 
nn 
而 
lim zn = lim yn=1. 
oo noo 
定理 2.2.3 (极限 的 四 则 运算 ) 设 ,lim zn =a, ,lim yn =b, 则 
(1) lim (zn +yn) = a++tb; 
no0 
(2) lim (znyn) = ab; 
(3) Him, = 了 ,其 中 5 六 0,yn 0. 
no0 Yn 
证 明 (1) Ve > 0, 由 lim zn = a 知 , 3Ni > 0, 使 得 当 n > Ni 时 ， 
有 


lzn —al < 5; 
又 由 lim yn =b 知 , 3N2 > 0, 使 得 当 n > Na 时 ,有 
lm 一 中 < 也 


取 N = max{fNi, Nz}, 则 当 m > N 时 ,有 


€ € 
I(zn iyn)— (otb)| < lzn -ol+tlyn 一 中 入 可 十 可 一 人 
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即 lim (zn + yn) =atb. 
(2) 首先 , 我 们 有 
[znyn — ab| = |znyn 一 ya 十 na 一 al 
< lynllzn — al + lallyn 一 中 
(这 里 , 为 了 与 已 知 的 极限 发 生 联系 , 我 们 使 用 了 加 一 项 、 减 一 项 的 插 


项 方法 , 它 是 一 个 常用 的 方法 ). 
由 有 界 性 定理 知 , 3Mi > 0, Yn, |yn| < Mi. 令 


M = max{Mi,lal} > 0. 
ve > 0, 由 lim zn = a 知 , 3N > 0, 使 得 当 n > Ni 时 , 有 
ne 
|z， -al < -=; 
n a 
又 由 ,lim yn =b 知 , 3Ns > 0, 使 得 当 n > Na 时 , 有 


E 
lo 一 中 < 2 


取 N = max{Ni,NN2}, 则 当 n>N 时 ,有 


|znyn 一 ao < lynllzn — al + lallyn — 6| 
< M(|zn — al + |yn — |) 
E 已 
<Mf ee 
<M(a7 + 517) 
Et 


即 lim (znyn) = ab. 
(8) 由 (2) 成 立 ,要 证 (3), 只 需 证 ,la 二 一 二 即 可 . 


首先 , 我 们 有 
如 一 
ynb 人 


lm- 让-| 
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然后 , 由 ,lim yn = b 关 0, 从 定理 2.2.2 的 推论 知 , 3Ni > 0, 使 得 
当 n> Ni 时 ,有 


这 样 , Ve > 0, 由 lim yn = 知 , 3N2 > 0, 使 得 当 n> Ns 时 , 有 
lbl? 


lm —b| < oe 


取 N = max{Ni,N2}, 则 当 n>NN 时 ,有 
yn-b| 2 他 


一 一 一 E 一 6 


mils wo |< Tm 2 


即 lim 工 一 工 
nocoyn b 
例 2.2.1 ” 求 下 列 极限 : 
(1) lim 3n?2 + dn—100. 
noo dn? + 5n + 105° 
(2) lim (1+g+@ + +9") (lal < 1). 
解 (1) 由 于 
3 4 100 
3n2+4n—100 ,$+7-n 
im = lim 5 
mn 一 oo dn2+5n+105 no 5 10 
4+ 二 + 二 
n 
而 
4 100\、 
im (3+ 元 -三 ) -3 
5 ， 105 
J (4+ 元 + 砂 ) = 
故 有 
jm 3n2 十 4u 一 100 _ 3 
no 4 十 5 十 105 一 下 
(2) 由 于 


1— gtl 
1 


， 
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而 lo| < 1 蕴涵 着 lim g" = 0, 于 是 


1 一 gt+1 1 
l-g 1-g. 


tt 
定理 2.2.4 ( 夹 双 收 敛 原理 ) ” 设 序列 {z%}, {ys} 和 {z} 满足 
Tn < zn yn, Vn> No. 


若 lim zn = lim 加 = oa 则 lim zn = a. 
证 明 ve > 0, 由 imzn= im yn 二 a 知 , 存在 正 整 数 Ni 和 N;， 
使 得 


lz 一 al<s，vn > Ni， 


lyn — al <ée, vn> Na 
令 N=max{Nz， Ni No}, 则 当 n>N 时 ,有 


Qa-e<rzn zn Yn <ate, 


即 
lzn ~al < <. 
这 表明 lim z= a. 
例 2.2.2 ， 求 下 列 极限 ; 
(1) lim, Yn; 
(2) lim (of + a2 + + an) * (0: > 0,7= 1,2,.. ,m). 


解 (1) 令 YH=1+hn, 则 hh >0, 而且 
nh 
> 2 局 (n> 3). 


于 是 
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V5 
0<hn< = 
由 于 ,im -议和 =0 由 夹 收 人 原理 知 ，lim_ ha 0, 从 而 lg Vi 一 1 


(2) 令 a = max{ail, az, … ,am}, 则 有 
a Sa?t+a2+..+an < ma". 


于 是 1 
a (ott tom)" < Vna. 
由 于 当 n>m 时 有 
1< Ym< yn 


由 夹 通 收敛 原理 和 (1) 知 lm Vi = 1 再 由 夹 远 收 绿 原 理 , 得 
im (a? 十 Q2 十 … 十 Qn =a= max{al, a2,*… , am}. 


例 2.2.3” 设 zn 一 0 (n 一 00),p 为 正 整 数 . 证 明 ,lim VIten=1. 
证 明 ”由 题 设 , 不 妨 假定 |zn| < 1 对 一 切 n 成 立 . 这 样 , 我 们 有 
1~—|zn|=Y(1 -|znl))? < Y1— lznl 
VIt+zn < Yl+ lznl 
SY (1+|znl)? 
=1 十 |zn|. 
而 
Jim (1 一 |znl) = lim (1+ len|)=1, 
所 以 , 由 夹 逼 收敛 原理 知 jim II 二 mm 一 1 成 立 . 
例 2.2.4 设 


1 
a1l=2, Ont1 二 2 二 于 (n= 1,2,.…), 
mn 
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试问 {an} 是 否 收敛 ? 车 收敛 则 求 其 极限 . 
分 析 ”首先 我 们 发 现 , 若 lim on = a, 则 必 有 
Q 一 2 十 和 
a 
注意 到 an > 0, 从 而 得 a = V2 + 1. 
令 o = V2 二 1 二 hn,(n = 1,2,…), 则 {an} 收敛 的 充 要 条 件 
是 如 = o(l)(n 一 00). 
解 令 an=V2+1+hn,n=1,2,…. 我 们 有 


1+V2+hnti =2+ 1 


1+ V2+hna’ 
让 -网 
TV 
显然 0<Iial=v5-1<1. 对 上 >1, 若 | 从 |<1, 则 有 
hnl < ml <1. 
因此 对 所 有 的 正 整数 n, 有 
Iha| <1. 


再 利用 ,的 递 推 关系 我 们 推 知 
ntil < Blhnh n= 2 


从 而 对 任意 的 n, 有 


1 
0<|h|< pr 


由 于 ,lim 束 - = 0 由 夹 通 收敛 原理 得 lim jn = 0. 因此 {on} 收敛， 
并 且 ,lim an = V3+1. 

作为 本 节 的 结束 , 我 们 简要 地 讨论 一 下 无 穷 小 量 和 无 穷 大 量 的 四 
则 运算 . 对 任意 两 个 无 穷 小 量 {zn} 和 {yn}, 由 无 穷 小 量 定义 和 极限 的 
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四 则 运算 定理 知 , 它们 的 和 、 差 以 及 积 仍然 是 无 穷 小 量 , 但 它们 的 商 可 
能 有 各 种 情形 发 生 , 请 看 下 例 . 


1 1)"+1 
设 mm 一 HT 如 二 未, 和 全 (n= 1,2,.…) 
0) ai Ze, (2) lim 2 (3) lim 2 
Dd CO 0) 
1 
er 2 
解 ” (1) lim Ze = lim n+ 着 这 = ooj 
nm 一 ooWn nmo0 n=o0Nn 二 1 
na 
1 
it nz n+i+l 
et 
n+l 
(Drt 
(3) lim 之 = lim 瑟 寺 -= lim (-D"+l, 极限 不 存在 . 
nmo0Tn na00 一 oo 
n+l1 


我 们 习惯 把 两 个 无 穷 小 量 的 商 形式 地 记 为 了 1， 上 面 例子 告诉 我 


们 了 是 一 个 不 定式 , 即 它 的 极限 是 不 确定 的 , 可 以 有 各 种 可 能 情况 
发 生 

现在 我 们 再 来 讨论 无 穷 大 量 的 情况 . 我 们 有 : 

(1) ( 士 co) + ( 土 00) = 士 oo; 

(2) oo .oo = 00; 

(3) co .Oo(1) = co. 

但 (+o0) - (+00), 之 等 则 是 不 定式 . 请 读者 作为 练习 , 举例 来 说 
明 它们 的 不 定性 

对 于 以 上 的 形式 记号 , 它们 的 意义 是 明确 的 例如, (3) 中 表示 的 
意思 是 一 个 无 穷 大 量 与 一 个 绝对 值 有 正 下 界 的 有 界 序列 的 积 仍然 是 一 
个 无 穷 大 量 

例 2.2.6 设 zn=apnt 十 ak_1n*-1 十 … 十 ao(ax 关 0,k 之 1), 证 


$2.3 单调 收敛 原理 。 49 


明 lim zn = co. 
证 明 设 


六 nr(ak + ak_in 1! + ar_2n 2 


+ on ) = ntyn, 
由 于 


lim yn = ak # 0, 
em 


因此 对 所 有 充分 大 n 有 3 > lon| > | 些 | 即 y= CoG)， 再 
由 lim n* = co, 即 
Se mn = 00, 


思考 题 ”对 于 这 一 例子 试问 下 面 的 证 明 是 否 正 确 ? 
i 


=oco 十 co 十 .… 十 oo 二 ao=oo， 
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解决 一 个 序列 的 收敛 性 问题 , 只 从 定义 出 发 往往 是 不 够 的 , 还 需要 
建立 一 系列 理论 结果 . 本 节 我 们 就 来 介绍 单调 收敛 原理 和 它 的 一 些 典 
型 的 应 用 范例 . 


2.3.1 ”单调 收敛 原理 
车 序列 {zn} 满足 : 
WE iy vn € N, 
则 称 {zn} 是 单调 递增 (上 升 ) 的 序列 ; 若 满足 : 
Tn 之 Zn+l vneN, 


则 称 {zn} 是 单调 递减 (下降) 的 序列 ; 单调 上 升 的 序列 和 单调 下 降 的 
序列 统称 为 单调 序列 . 细心 的 读者 不 难 发 现 , 若 将 序列 看 成 定义 在 N 
上 的 函数 f(zx), 则 序列 的 单调 性 即 是 函数 f(z) 的 单调 性 . 
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定理 2.3.1 (单调 收敛 原理 ) ”单调 有 界 序列 必 收 敛 . 

证 明 “这 里 只 对 单调 上 升 的 情形 给 出 证 明 , 单调 下 降 的 情形 请 读 
者 自己 证 明 . 

设 {zn} 单调 上 升 , 而 且 有 上 界 , 即 


TI SETS STn Int <M, 


其 中 M 是 一 个 正 数 . 现 考虑 集合 = {zn: ne N}, 则 忆 是 一 个 非 
空 有 上 界 的 集合 , 故 由 确 界定 理 , EB 必 有 上 确 界 , 令 a = sup{zn}. 由 上 
确 界 的 定义 知 , a 满足 : 

(1) zn < a, vn € N; 

(2) ve > 0, 3zw, 使 得 a 一 e < zw. 

这 样 , ve > 0, 当 n > N 时 ,有 


QaQ—-E<ZXN Tn <a, 


因此 有 
|zn 一 al < e. 

这 就 证 明了 dm Tn =@a= sup{7zn}. 

注 ”容易 证 明 : 若 {zn} 单调 上 升 无 上 界 ， 则 lim zn = +o0; 
车 {zn} 单调 下 降 无 下 界 , 则 im zn = 一 0. 这 样 , 结合 定理 2.3.1, 我 
们 知 单调 序列 总 是 广义 收敛 的 , 并 且 有 

(1) 若 {zn} 单调 上 升 , 则 im zn = sup{zn}; 

(2) 车 {zn} 单调 下 降 , 则 lim zn = inf{zn}- 

容易 看 出 : 对 一 个 单调 递增 序列 {2%}, 若 记 4 = im zn, 则 或 者 
存在 N > 0 使 得 cn = zn = 4(Yn > NN), 或 者 zw < 4 (yn > 0). 

例 2.3.1 设 4>0z> 0 定义 zntl = 3(an + 二), 3 全 


2 
1,2,…. 证 明 ,lim zn 存在 , 并 求 出 它 的 值 . 
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证 明 ” 易 知 这 样 产生 的 rn 均 为 正 数 , 故 有 


zn = 3(zn+ 和) > Vz =VA (n > 2). 
ne n 


这 表明 {zn} 有 下 界 . 此 外 ， 


4 一 zn2 
2zn 


1 4 
znt1 zn =3(zn+ 二 ) -zn = < 和 0 (n>2). 
n 


这 又 证 明了 {zn} 是 单调 下 降 的 ， 因 此 ，lim z, 存在 , 设 其 为 a, 则 


在 mtl = 当 (zn + 在) 两 边 取 极限 ,得 
1 A 
4=a(e+4). 
解 上 述 方程 得 a= 士 VA. 注意 到 a > VA, 便 有 a= VA, 即 lim zn = 
VA. 

注 ” 例 2.3.1 给 出 了 一 个 求 开 方 的 近似 方法 . 例如 , 令 zi = 4 = 2， 
直接 计算 可 得 z4 = 1.414257, 这 已 经 是 V2 的 一 个 很 好 的 近似 ,其 
实 V2=1.414213…. 

此 外 , 还 需 指出 的 是 , 当 我 们 知道 了 极限 存在 时 , 可 通过 在 序列 的 
递 推 关系 式 中 取 极 限 而 得 到 所 求 的 极限 值 ; 倘若 我 们 并 不 知道 极限 是 
否 存在 , 则 一 般 不 能 在 递 推 式 中 取 极 限 , 否则 将 得 到 荒废 的 结果 , 参见 
下 面 的 例子 . 

例 2.3.2 设 zi = lzn+l = 一 Zn,n = 1,2,…, 易 见 dim Tn 不 
存在 . 但 是 , 若 假定 ,lim mn = a, 并 且 在 zn+1 = 一 zn 两 边 取 极 限 ， 
得 a = -a, 由 此 推出 lim za = 0 的 芒 记 结果 . 

例 2.3.3 ” 设 序列 {an} 满足 


. 
a=1, Onl n=1,2,.…,， 


证 明 {an} 收敛 , 并 求 其 极限 . 
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分 析 ”直接 计算 , 得 


= 1 w= 2, 3 3 os = 
它们 满足 
Ql <a3<as<a4 < a2, 
由 此 我 们 推测 : {azk+l} 单调 上 升 , 而 {azk} 单调 下 降 . 
证 明 ”由 on 满足 的 条 件 可 导出 


(2.3.1) 


于 是 


an+2 一 an = 2- i) Cs 
Qn 一 Qn 一 2 


一 (oz+ln+1 


这 表明 on+? - an 与 on 一 an-2 同 号 . 因此 , 利用 这 一 结果 , 从 al < as 
和 a4 < aa 出 发 , 就 可 归纳 地 导出 {aak+l} 单调 上 升 和 {azk} 单调 下 
降 . 此 外 , (2.3.1) 式 和 an 的 递 推 公式 蕴涵 着 


1<azk, a2kt1<2, VkeN. 


这 样 , 由 单调 收敛 原理 知 , {a2k+1} 和 {a2k} 都 收敛 . 令 


lim z2k+1 = a, lim z2k = b, 
大 一 oo 大 一 oo 


则 有 1 < 5 < 2, 而 且 (2.3.1) 式 蕴涵 着 


1 1 


2 2 一 
Fe b+1 


由 此 可 导出 
Pg 3 + VB). 


这 就 证 明了 {an} 收敛 , 而 且 lim_ as = 3(1+ V5)( 见 本 章 习题 7). 
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2.3.2 ”无理 数 e 和 欧 拉 常 数 c 


作为 单调 收敛 原理 的 应 用 , 我 们 给 出 无 理 数 e。 和 欧 拉 常数 c 的 定 
义 , 它们 是 数学 中 两 个 重要 的 常数 . 
考查 序列 


zn= (+ y= (+ 二 n=1,2,.… 
首先 , 对 任意 的 正 整 数 n, 有 
m= (1+ L)an > zn. 
其 次 , 对 任意 的 正 整 数 n, 有 


Tnti (N+2)"tl nr n n+l 
We Ma (n+l)rnt+l n 
1- CT 
(n+ 1 n 
> (1 -二 ) 2 (应 用 伯 努 利 不 等 式 ) 


A 
( 
_ et jg 
( 
> (+ 


ee n n+2 
ntin+1 
本 1+ 元 站 n+t+2 
n+l1 \n+l 
+ 可 a) (应 用 伯 努 利 不 等 式 ) 
_ n3 + dn2 十 4m 十 1 
mn3 十 4n2 十 4m 
>1. 


这 样 我 们 就 证 明了 : {zn} 单调 上 升 有 上 界 , {y,} 单调 下 降 有 下 界 . 
因此 , 它们 二 者 都 收敛 , 而 且 有 相同 的 极限 . 我 们 约定 用 字母 。 来 表示 
其 极限 值 , 即 


四 (和 -到 6- 
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e 是 数学 中 最 重要 的 常数 之 一 . 以 后 我 们 可 以 证 明 它 是 一 个 无 理 数 并 


计算 出 具有 任何 给 定 精确 度 的 近似 值 , 如 
e = 2.718281828459045.…… . 


在 数学 的 理论 研究 和 应 用 中 , 以 e 为 底 的 对 数 起 着 重要 的 作用 , 这 种 


对 数 称 为 自然 对 数 , 记 为 nr, 即 
lnz = loge 7. 


此 外 , 上 述 讨论 已 经 证 明了 如 下 的 不 等 式 
(+ ed) wen 
对 (2.3.2) 两 边 取 对 数 , 得 
nln (1+ >) <1< +Din(1+2). 


由 此 即 得 1 a 

+i) < vn € N, 
从 而 ee 

Dir DtE) < 
再 注意 到 

In (1 十 In(n+1) 
2 ( x) nn 
便 有 n 
Di < P+) < i wmeN. 
现 考 志 序列 


1 


1 
n=1+3+"…+i -nn n=1,2,.…. 


及 
由 不 等 式 (2.3.4), 可 得 


zn>ln(n+1)—-Inn>0 


(2.3.2) 


(2.3.3) 


(2.3.4) 
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A. 
zn—znti=In(n+1)—lInn— 元 


=In (1+= 2) -下 > 
其 中 最 后 一 个 不 等 式 用 到 了 不 等 式 (2.3.3). 这 样 , 我 们 就 证 明了 {zn} 
单调 下 降 有 下 界 . 因此 它 收 敛 . 记 


c= Jim (1 了 二 十 寺 一 nm， 
称 为 欧 拉 (Euler) 常数 . 我 们 可 计算 出 
c 一 0.577216.… . 


欧 拉 常数 也 是 一 个 重要 的 数学 常数 , 并 且 是 一 个 不 好 研究 的 常数 , 迄今 
为 止 人 们 还 不 知道 它 是 有 理 数 还 是 无 理 数 . 
由 上 面 的 讨论 , 我 们 有 


1 1 
1 二 十 … 十 二 一 jnm 十 c 十 an 
2 n 
其 中 an = o(1) (n 一 00). 
此 外 , 由 不 等 式 (2.3.2), 可 得 


n 


C+ TI) < “< 了 Cr+ ns 


多 十 1\m 多 十 1\m 
( 5 ) <m< (一 -) (n+ 1), 
2 ni < Tr. 
这 说 明 lim, Ynl = +o%0, 而 且 


从 而 


=e. 


lim -2 
i 
mco Vnl 
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这 样 , 我 们 对 无 大 量 { 1 + + + 二 和 {nl 的 “ 量 级 "就 有 
了 一 个 比较 清楚 的 认识 , 前 者 是 一 个 “ 弱 得 惊人 ”的 无 穷 大 量 , 而 后 者 
是 一 个 “大 得 出 奇 ” 的 无 穷 大 量 


例 2.3.4” 求 极限 lim 人 四 3 十 3 = Co—). 


解 记 S,=1 一 + 一 …+ (站 一, 则 有 


lim | c+hn2mn 十 ao2n 一 (+rmn+on)) 
no0 


( 
(i 
( 


= 
其 中 。 是 欧 拉 常 数 , on = o(1)(n 一 o0). 注意 到 
nt = (so 丰 沁 和 ) a 


因此 有 ( 见 本 章 习 题 7) 


lm 5 = In2. 
no0 
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这 一 节 我 们 给 出 实数 系 连续 性 的 几 个 常用 的 等 价 表述 , 它们 各 有 
特点 , 各 自 适合 于 不 同 的 应 用 场合 . 本 节 中 的 很 多 定理 是 许多 数学 论证 
中 的 基本 工具 . 

2.4.1 闭 区 间 套 定理 

定理 2.4.1 ( 闭 区 间 套 定理 ) ” 设 {[an,bn]} 是 一 列 闭 区 间 , 并 满 
足 : 

(1) [an, bn] 2 [ant1, bnt1], n= 1,2,.…; 
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(2) lim (bn — an) = 0, 
则 存在 唯一 的 一 点 ce RR, 使 得 ce [an,bn], n 二 1,2,…, 即 


证 明 ”由 条 件 (1), 知 
an < an+l < bnt1 < bn, vn e N. 


这 表明 {an} 单调 上 升 有 上 界 , 并 且 vn e N, bw 均 是 {an} 的 一 个 上 界 ; 
另 一 方面 , {bn} 单调 下 降 有 下 界 , 并 且 Yn e N, a 均 是 {5b} 的 一 个 下 
界 . 因此 , {as} 和 {bn} 都 收敛 . 令 


man = 4 = sup{an}, ‘Jim bn =b = inf{bn}. 
则 有 
an <a<bs bn, vn EN. 

再 由 条 件 (2), 知 

a—b= lim an 一 lim bn, = lim (an — bn) = 0. 

mi 一 oo noo mi 一 oo 

记 c=a=5b, 则 有 

an < lim an= c= lim bn < bn, vn E N. 

n—oo n—00 
若 另 有 d 满足 


则 由 夹 逼 收敛 原理 , 有 


d= lim an = lim bn = ¢, 
n—oo 一 oo 
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故 c 是 所 有 区 间 [an,bn] 的 唯一 公共 点 . 
注 1 闭 区 间 的 条 件 是 重要 的 , 若 区 间 是 开 的 , 则 定理 的 结论 不 


一 定 成 立 . 例如 , 对 于 开 区 间 列 (0, +), n = 1,2,…, 显然 满足 定理 的 


条 件 (1) 和 (2), 但 i (0.1)=%. 
另 一 方面 , 若 开 区 间 列 {(an, bn)} 满足 条 件 


(D an <anti < bn+l < bn, n=1,2,.…; 


(i) lim (bn 一 an) = 0， 
则 定理 2.4.1 的 结论 仍然 成 立 . 
注 2 车 定 理 2.4.1 中 条 件 (2) 不 满足 , 即 lim (an 一 如 ) 关 0, 则 
由 定理 的 证 明 过 程 知 , 此 时 天 而 且 容易 导出 , 此 时 有 从 [an,6n] = 
[o 中. 
例 2.4.1 设 {[an,bn]} 是 一 列 闭 区 间 , 并 且 满 足 : 
[asbd Nlenb] #28, vi,jeN, 
则 存在 一 点 c € RR, 使 得 ce [an,bn], mn = 1,2,…. 
证 明 ”注意 到 
[o,fNfe, d #894a<d, csb, 


即 知 闭 区 间 列 所 满足 的 条 件 蕴涵 着 任意 的 b,, 均 是 {an} 的 上 界 . 于 是 ， 
令 
c= sup{an}, 
neEN 
则 有 
Gn CSE, n=1,2,..…. 

注 ”本 例 中 的 闭 区 间 列 并 不 一 定 是 区 间 套 , 只 满足 “两 两 有 公共 
点 ”的 条 件 , 同样 推出 它们 有 公共 点 的 结论 . 如 车 再 加 条 件 如 一 an 一 
0 (n 一 co), 则 可 得 到 与 闭 区 间 套 定理 完全 相同 的 结论 . 
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2.4.2 ”有 限 覆 盖 定 理 


设 4 是 RR 中 的 一 个 子 集 , {Bjxea 是 及 中 的 一 族 子 集 组 成 的 集 
合 , 其 中 4 是 一 个 指标 集 . 车 4 C 山 ， EE、, 则 称 {EAjxe4 是 4 的 一 个 
覆盖 ; 若 {BE}xe4 是 4 的 一 个 覆 益 ， 而 且 对 每 个 和 Ae 4 巨 \ 均 是 一 个 
开 区 间 , 则 称 {E}xe4 为 4 的 一 个 开 覆 盖 ; 若 {E、}se4 是 4 的 一 个 
覆盖 , 而 且 4 的 元 素 只 有 有 限 多 个 , 则 称 {E、}se4 是 4 的 一 个 有 限 覆 


E33 
十 . 


定理 2.4.2 (有 限 覆 盖 定 理 ) ” 设 [a, 中 是 一 个 闭 区 间 , {EE}xen 
是 [a, 9] 的 任意 一 个 开 覆 盖 , 则 必 存 在 {E、}ae4 一 个 子 集 构成 fa, 日 的 
一 个 有 限 履 盖 , 即 在 {E、}se4 中 必 有 有 限 个 开 区 间 Ei, Eo,… , Ew, 使 
得 [a,c v B. 

证 阴 如 若 不 然 , 我 们 将 [a, 如 等 分 成 两 个 闭 区 间 , 则 其 中 必 有 
一 个 不 能 被 {[E、}jseh 中 的 有 限 多 个 开 区 间 所 覆盖 , 记 其 为 [a1,b1]; 再 
将 [a1,b1] 等 分 成 两 个 闭 区 间 , 则 必 有 其 中 的 一 个 不 能 被 {5\}ae4 中 
的 有 限 多 个 开 区 间 所 覆盖 , 记 其 为 [a2,b2]. 如 此 进行 下 去 , 就 可 得 到 一 
列 闭 区 间 [a%,bn], 满足 : 

(1) [an+tb bn+l] C lm bn], Vn; 

(2) bn -m= 一 0( 一 oo); 

(3) Yn, [an, bn] 不 能 被 {EM}se4 中 的 有 限 多 个 开 区 间 所 覆盖 . 

由 闭 区 间 套 定理 知 , 存在 唯一 的 &, 使 得 es [an,bn], Yn e N. 由 
于 6elo 如 ,而 {EA}xea 是 [ob 的 一 个 开 覆 盖 , 故 必 存在 它 的 一 个 开 
区 间 Be = (c, d), 使 得 Se (c 四 即 c<€ <d. 由 于 {an} 单调 上 升 ， 
{bn} 单调 下 降 , 而 且 


dim on = €= lim bn, 
故 必 有 充分 大 的 正 整 数 n, 使 得 


c<an<é<bn<d, 


60 ”第 二 章 序列 的 极限 


即 [an, bn] C Bo. 这 与 条 件 (3) 矛盾 . 定理 得 证 . 

关于 有 限 覆 盖 定 理 , 我 们 必须 注意 以 下 两 点 : 

(GD 不 能 将 闭 区 间 改 为 开 区 间 . 如 (《 工 ,2) (On = 1,2,…) 是 (0,1) 
的 一 个 开 有 覆盖 , 但 没有 有 限 覆 盖 . 

(2) 该 定理 是 说 , 对 于 闭 区 间 的 任意 一 个 开 覆 盖 必 可 从 中 找 出 有 限 
多 个 开 区 间 就 可 将 该 闭 区 间 覆 盖 , 而 并 不 是 说 , 任意 一 个 闭 区 间 都 可 被 
有 限 多 个 开 区 间 有 覆盖 . 若是 这 样 , (a 一 1 + IT) 总 是 [中 的 一 个 有 限 
开 覆 盖 . 

在 今后 的 应 用 中 , 常 可 根据 函数 的 局 部 性 质 得 到 一 些 开 区 间 , 然后 
通过 有 限 覆 盖 定理 而 得 到 函数 在 区 间 的 整体 性 质 . 

例 2.4.2” 设 函数 f(z) 在 fc, 上 有 定义 , 且 对 任意 的 z e [a, 
都 存在 邻 域 U(z,6(z)) (5(z) > 0), 使 得 f(z) 在 U(z,6(z)) 门 [a,9] 上 有 
界 . 试 证 明 f(z) 在 [ac, 直 上 有 界 . 

证 明 ”对 任意 的 > € [a,9]， 由 题 设 存在 U(z,6(z)), 使 得 f(z) 
在 U(z,5(z)) 门 [ob 上 有 界 , 记 其 界 为 Mz > 0, 即 


FO < Mz, vtev(z,6(z)) (le, dl. 


令 
F= {U(z,5(z)) = (z-5lz),z+5(z) : z € lo, 9]}. 


显然 下 是 [a, 9] 的 一 个 开 覆 盖 . 由 有 限 覆 盖 定理 知 , 存在 天 的 有 限 个 
开 区 间 


U(x1, 6(z1)), U(x2, 6(z2)), … , U(zZN, (zw)), 
使 得 
N 
[a, bo Cc U Ul(zk, 6(Tk)). 


k=1 


令 
M = max{fMc，Mz，…，Mzv]， 
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则 对 任意 的 z e [o, 中 , 必 存 在 k(1 < k < N), 使 得 z EU(zk,6(zk)), 从 
而 
If(z)| < Mz < M. 


这 表明 f(z) 在 [a, 中 上 有 界 . 

注 ” 由 上 题 的 逆 否 命题 我 们 可 以 得 到 以 下 有 趣 的 事实 : 若 f(z) 
在 [ai 上 无 界 , 则 存在 £ & [a,4], 使 得 v6 > 0, f(z) 在 U(é&,56) [a,9] 
上 均 无 界 . 

例 2.4.3 ”证 明 : 无 论 你 用 什么 方法 都 不 可 能 将 [0, 1] 区 间 中 的 
全 体 实 数 排列 成 一 个 序列 . 

证 明 ”用 反 证 法 . 假定 


[0, 1] = {21, zza Zn 


取 0<e< 于 则 开 区 间谍 


二 {0(zn 高) a nen} 
是 [0, 1] 区 间 的 一 个 开 覆 盖 . 由 有 限 覆 盖 定理 知 , 下 中 存在 有 限 个 开 区 
间 
E E E 
VU (em i) Vem 6), 7 V (on Tr) 
它们 可 将 [0, 1] 区 间 覆 盖 . 既然 它们 覆盖 了 [0, 1] 区 间 , 那么 这 ! 个 区 
间 的 长 度 和 必 大 于 1. 令 


m= max{ni,n2,.. ,ne}, 


则 有 


E e 1 
1<22 i <2e》 其 
k=1 k=1 
1 
-志和 
1 


2 


一 2e <4e<1 
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这 一 矛盾 说 明 假设 区 间 [0, 1] 中 的 全 体 实数 可 以 排列 成 一 个 序列 是 错 
误 的 . 

注 ” 若 一 个 数 集 E 中 只 有 有 限 个 元 素 或 可 以 将 它 的 所 有 元 素 排 
成 一 个 序列 , 则 称 E 是 一 个 可 数 集 . 上 述 例 子 说 明 区 间 [0,1] 不 是 可 
数 集 . 

2.4.3” 聚 点 原理 

定义 2.4.1 设 已 是 及 中 的 一 个 子 集 . 若 zo e RR(zo 不 一 定 属 
于 万 ) 满足 : 对 V5 > 0 有 Uo(zo,5)n 瑟 尖 避 则 称 zo 是 互 的 一 个 
聚 点 . 

注 (1l) zo 是 瑟 的 聚 点 与 zo 是 否 属于 巨 无关， 

(2) 由 聚 点 的 定义 容易 证 明 如 下 三 个 命题 等 价 : 

(i) zo 是 五 的 聚 点 ; 

(iD V6 > 0, 在 U(zo,5) 中 有 的 无 穷 多 个 点 ; 

(说 ) 存在 忆 中 互 异 的 点 组 成 的 序列 {fzn}, 使 得 lim zn = zo. 

(3) 车 zo € B, 但 它 不 是 E 的 聚 点 , 则 称 zo 是 EB 的 一 个 孤立 点 . 
由 定义 , 此 时 必 存 在 5 > 0, 使 得 U(zo0, 6) 站 EE = { zo}. 

例 2.4.4 设 

11 下 
下 
则 0 是 它 的 唯一 聚 点 , 而 且 0# E; vn e N, 二 是 妃 的 孤立 点 . 

例 2.4.5 设 巨 是 [0,1] 中 所 有 有 理 数组 成 的 集合 , 则 已 的 聚 点 
全 体 是 [0, 1], 而 已 没有 孤立 点 . 注意 , 此 时 已 是 它 的 聚 点 集 [0, 1] 的 
真子 集 . 

定理 2.4.3 ( 聚 点 原理 ) ”及 中 的 任何 一 个 有 界 无 穷 子 集 至 少 有 一 
个 聚 点 . 

证 明 设 已 是 及 中 的 一 个 有 界 无 穷 子 集 , 不 妨 设 EC [ab 倘 
若 定理 的 结论 不 真 , 则 Vz e [oj, zx 都 不 是 EE 的 聚 点 , 从 而 356。 > 0， 
使 得 U(z,6z) 门 已 至 多 只 有 一 个 点 . 显然 , = {U(x,6z) : zela 可 
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构成 [a, 中 的 一 个 开 覆 盖 , 从 而 由 有 限 覆盖 定理 知 ,存在 有 限 个 开 区 
间 U(zj,6z,) (07 = 1,2,… ,m), 它们 覆盖 了 [o, 引 即 


[a, 0] = (eic 


注意 到 已 c [a, 中 而 每 个 U(x;,6z,) 至 多 只 有 EE 的 一 个 点 , 我 们 便 可 
推 知 E 中 至 多 有 m 个 点 , 这 与 EE 是 RR 的 无 穷 子 集 矛 盾 , 故 巨 必 有 
聚 点 . 

思考 题 ” 试 利用 闭 区 间 套 定理 证 明 聚 点 原理 . 

聚 点 原理 与 序列 的 子 序列 密切 相关 . 设 {zn} 是 一 个 序列 , 则 由 该 
序列 的 一 部 分 元 素 按 原来 的 顺序 构成 的 序列 {zw} 称 为 是 {zn} 的 一 
个 子 序列 . 关于 下 标 nk 需要 说 明 如 下 三 点 : 

(1) {nx} 中 的 每 一 项 都 是 正 整数 , 并 且 它 是 一 个 严格 递增 序列 : 


Ni <Nn2 < <Nk<ee; 


(2) zn 表示 在 子 序列 中 它 是 第 项 , 在 原 序列 中 它 是 第 wx 项 . 因 
此 , 子 序列 的 序号 是 k, 而 不 是 nk; 

(3) 必 有 nk >k, 从 而 im mk = +00. 

对 于 子 序列 , 我 们 容易 证 明 如 下 的 结果 : 

定理 2.4.4。” 设 lim zn = a, 则 对 {zn} 的 任意 子 序列 {zw}, 都 
有 dm ene =a. Ty 

此 定理 给 出 了 判定 一 个 序列 发 散 的 一 个 方法 , 即 : 车 在 一 个 序列 
{zn} 中 可 以 找到 两 个 收敛 的 子 序列 {zn,} 和 {zn }, 使 得 

Znx 三 多 区 Bn, 

则 该 序列 必然 发 散 . 

例 2.4.6 ” 设 zn = sin 到， n 二 1,2,…, 证 明 {zn} 发 散 . 

证 明 ”由 于 


lim zak = lim sin2k” = 0, 
大 一 oo 大 一 co 
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而 
im zak+1 = im sin (3 十 2kr) 于 1 天 0; 
因此 im sin 至 不 存在 . 
例 2.47 设 m = (1+ 过) n=12,…, 试 证 明 {zn} 为 
发 散 序列 . 


证 明 ”由 于 
i (—1)2k\2k 
sim (1+ 2k ) 
而 
£ (—1)2*+1 2k+1 A 1 1 ~ 出 
由 a 


因此 lim zn 不 存在 . 

下 面 我 们 讲述 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Bolzano-Weierstrass) 定 
理 ， 

定理 2.4.5 ( 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) ”任何 有 界 序列 必 有 
收敛 的 子 序列 . 

证 明 ” 设 {fzn} 是 一 有 界 序列 . 若 {zn} 只 由 有 限 多 个 数 所 组 成 ， 
则 它 必 有 无 穷 多 项 等 于 同一 个 数 , 此 时 定理 结论 自然 成 立 . 

现 设 {zn} 由 无 穷 多 个 互 不 相同 的 数组 成 , 则 数 集 


E= {rn : neN} 


就 是 及 中 的 一 个 有 界 无 穷 子 集 由 聚 点 原理 知 , 它 必 有 一 个 聚 点 , 设 其 
为 a. 由 聚 点 的 定义 知 , 对 任意 的 正 整数 , 在 U(a,1/k) 中 必 有 {zn} 
的 无 穷 多 项 . 这 样 , 我 们 首先 取 


zm EU(aDl 门 {fzbza }; 


然后 , 再 取 
Zna E fo 3) MN {ent n+2,}. 
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如 此 进行 下 去 , 就 可 找到 {za} 的 一 个 子 列 fzns} 满足 zoe Dr (二 
即 
lem —al < 大 一 1 2， 
从 而 im Tnx 一 a. 
2.4.4” 柯 西 收敛 准则 


一 个 序列 是 否 收敛 是 我 们 研究 的 中 心 问题 . 下 面 要 介绍 的 柯 西 收 
敛 准 则 从 序列 本 身 的 性 质 出 发 给 出 了 该 序列 收敛 的 充分 必要 条 件 . 在 
理论 和 应 用 上 , 它 都 是 十 分 重要 的 . 
我 们 首先 引入 如 下 的 定义 . 
定义 2.4.2” 设 {zn} 是 一 个 序列 , 若 ve > 0,3N, 当 n,m> N 
时 , 有 |zn 一 zml < es, 则 称 {zn} 是 一 个 柯 西 序列 . 
定理 2.4.6 ( 柯 西 收敛 准则 ) ”序列 {zn} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 
它 是 一 个 柯 西 序列 . 
证 明 ”必要 性 设 序列 {zn} 收敛 , 并 设 a = im zn, 则 由 极限 
的 定义 知 , ve > 0, 3N, 当 n > N 时 , 有 
二 
|zn 一 al < 2 
从 而 当 mm > NN 时 ,有 


lzn — zm| < lzn —al+la— zm| <e. 


充分 性 设 {zn} 是 一 个 柯 西 序列 , 对 so = 1, 则 3N, 当 n> 
N+1>NN 时 ,有 
|zn — ZN+ti| <1, 


从 而 当 n > N+1 时 ,有 |zn|<1+|zniil. 令 
M = max{|z1], 1z2),.… ,|znl,1+ |zn+1)}, 


则 Yn e N, 有 |zn| < M. 这 表明 {zn} 是 有 界 的 . 于 是 由 波 尔 查 诺 -和 
尔 斯 特 拉 斯 定理 知 , 存在 {za} 的 一 个 收敛 子 列 {zn 记 a = lim zn. 
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下 证 
dm rn = 0. 
Ve > 0, 由 a = lim zn, 知 , 3K, 当 k > K 时 , 有 
|znw 一 al < 3: 
再 由 {zn} 是 柯 西 序列 知 , 3N, 当 n,m > N 时 , 有 
lzn 一 zm| < 3 
这 样 , 取 上 > K, 使 得 nx > N, 则 当 n>N 时 ,有 
lzn 一 al < |zn — Zni|+ |zn, — al <e， 


即 im zn =a. 

注 ”我 们 有 时 候 将 一 些 数 构成 的 集合 K 称 为 是 一 个 空间 ， 如 
果 一 个 空间 天 中 的 任何 柯 西 序列 {zn} 都 在 K 中 存在 极限 ， 即 存 
在 Ae KK, 使 得 lim zn = A, 则 称 K 是 完备 的 . 例如 , 上 面 证 明 的 柯 
西 收敛 准则 说 明了 实数 域 RR 是 完备 的 .显然 , 有 理 数 域 @ 是 不 完备 
的 , 这 是 因为 Q 中 的 柯 西 序列 的 极限 不 一 定 是 有 理 数 . 另外 , 任何 开 区 


间 (a,b) 也 是 不 完备 的 , 这 是 因为 存在 柯 西 序列 {2- 5*) c (ob 


ba _ 
但 Jim (5 = ) =o¢ 00) 
例 2.4.8 ”证 明 序列 {fzn} 是 发 散 的 , 其 中 
on 1 十 + 十 二 二 n= 1,2, 宝 


证 明 ”在 本 章 的 第 一 节 我 们 已 经 用 定义 证 明了 该 序列 发 散 , 这 里 
我 们 再 用 柯 西 收敛 准则 证 明 它 发 散 . 取 so = 庆 则 对 任意 的 正 整数 ， 
有 


jzan 一 Zn| 
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所 以 它 不 是 柯 西 序列 , 从 而 它 必 是 发 散 的 . 
例 2.4.9 ”证 明 序 列 {y,} 是 收敛 的 , 其 中 
1 1 


1 
n=1l+ 吉 + + n=1,2,..…. 


证 明 ”由 于 对 任意 的 n,m es N, 我 们 不 妨 设 n> m, 有 


1 1 

ny mt + 
i 1 
~ m(m+1) (一 1)m mm 


因此 , Ve > 0, 取 N = | 二 |], 则 当 n,m > N 时 , 就 有 
lyn — ym| < e， 


即 {yn} 是 柯 西 序列 , 所 以 它 是 收敛 的 . 
例 2.4.10 (压缩 映像 原理 ) 。” 设 f(z) 在 [a,9] 上 有 定义 , f([a, 如) C 
[a, 9], 且 满 足 
\f(z)—f(WI < alz—y, Vz, vy [a,b), 


其 中 0<g<1. 证 明 : 存在 唯一 的 ce fo, 中 使 得 f(c) =c. 
证 阴 ” 任 取 zo € [a, 如 由 条 件 f([a, ]) C [a, 9] 知 , 我 们 可 递 推 
地 定义 
Zn = f(zn-1), n=1,2,.… 


由 函数 所 满足 的 条 件 , 我 们 有 
|zn+l 一 zn| = |f(2n)— f(zn-)| < qlzn — zn-il, vneN. 
反复 应 用 上 述 不 等 式 , 可 得 
lzn+1 一 zn| 和 qlz1 — zol, vneN. 


因此 , 对 任意 的 正 整 数 n 和 p, 有 
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p 
Tntp 一 Tn| < > |Zn+k 一 Zn+k-il 


其 中 了 = 这 -le 一 zol， 由 此 立即 可 知 {za} 是 柯 西 序列 , 从 而 它 收 
敛 , 记 lim zn =c. 显然 , ce [a, 中 又 由 于 
Iflen) ~ f(O < qlen-s dl, 


故 有 im, f(z2n) = f(0). 这 样 , 在 等 式 rn+l = f(zn) 两 边 取 极 限 , 即 
得 c= f(c), 从 而 c 的 存在 性 得 证 . 
下 证 唯一 性 . 车 存在 o se [a,b] 也 满足 f(c) = oc, 而 且 c 关 c, 则 
由 
Ile-cl=|f(0) — flo) < qle—al 
即 得 矛盾 , 从 而 e 的 唯一 性 得 证 . 
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上 极限 和 下 极限 的 概念 是 极限 概念 的 拓 广 , 它 为 研究 序列 的 敛 散 
性 开拓 了 一 条 全 新 的 思路 . 
设 {zn} 是 有 界 序列 . 令 


如 一 inf{fzn,zn+lyZn+2…}， 
hn = sup{fznznHZn+2 


则 有 


Lil Sn Sh .gh gh, 
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即 {6%} 和 {ha} 是 单调 有 界 序列 . 令 
£= sup{ln} = supinf {Zn+k}, h = inf{hn} = inf sup{zZn+k}, 
n n n nk 
则 与 h 分 别称 为 {zn} 的 下 极限 和 上 极限 , 记 为 
t= ln zn; h= Mim zn; 
有 时 下 极限 和 上 极限 也 记 为 liminfzn 和 lim supzn. 
此 外 , 对 于 无 界 序列 , 我 们 规定 : 
QQ) 车 {zn} 无 上 界 , 则 6 z= +oo， 注 意 此 时 必 有 :his 
十 oo，vn € N. 
(2) 若 {zn} 无 下 界 , 则 Jim zn = -co 注意 此 时 必 有 : 如 
—00, vn E N. pr 
(3) 若 {zn} 有 下 界 但 无 上 界 , 则 {l。} 有 定义 , 故 可 定义 


lim zn = sup{tn}， 
oo n 


但 须 注意 的 是 , 此 时 sup{l。} 可 能 为 +o0. 
(4) 若 {zn} 有 上 界 但 无 下 界 , 则 {hn} 有 定义 , 故 可 定义 
im zn = inf{hn}, 
但 须 注意 的 是 , 此 时 inf{hn} 可 能 为 -oc. 
这 样 , 对 任意 的 序列 {zn}， lim zn 和 Jim zn 都 有 明确 的 定义 , 而 
且 恒 有 四 : 


lim zn < lim zn. 
nm00 A 


例 2.5.1 试 求 序列 {zn} 的 上 极限 与 下 极限 , 其 中 
(1) zn = sin 3 (2) zn = nD"; 
(3) zn = (—D™n; (4) zn =n. 


解 (1) 由 YneN, n= 一 1, hn=1, 得 
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网 FE 
lim sin = 一 一 1， lim sin~”=1. 
no0 2 了 一 co 3 


(2) 由 Yn € N, lr =0, hn = +co, 即 {zn} 无 上 界 , 得 


lim nd” =0, in n(n" = +oo. 
n=00 天 


(3) 由 yn e N, ln = 一 00, hn = +co, 即 {zn} 既 无 上 界 又 无 下 界 ， 
得 
lim (-1)"™ = 一 co， lim (—1)"n = +00. 


(4) 由 yn e N, bn = m hn = 十 oo, 得 


lim mn = +oo， lim 7m = 十 oo. 
no0 Won 


从 上 极限 的 定义 , 容易 证 明 如 下 关于 上 极限 的 几 个 等 价 的 描述 . 

定理 2.5.1 设 {zn} 是 一 有 界 序列 ,h 是 一 实数 , 则 下 列 三 个 命 
题 等 价 : 

(1) h 是 {zn} 的 上 极限 ; 

(2) ve > 0, 3N, 当 m > NN 时 ,有 zn<hte, 而且 对 VK, 3nk > KK， 
使 得 rw > 万 一 5i 

(3) 存在 子 列 {zn,}, 使 得 Alimznx = h, 而 且 对 任何 其 他 收敛 子 
列 {Zn}, 有 rn <h. 

证 阴 (1) 坟 (2). Yn e N, 记 hn = sup{zn,7Tnt1,…}. 由 im zn 三 
h, Ye > 0,3N, 当 n>N 时 ,有 

Ihn—hl<e 即 h-e<h,<hte. 
由 于 对 任意 的 ne N, 有 rn < jn, 因此 , 当 n > N 时 ,有 
zn <h+ie. 


对 YK >0, 当 n> max{N,K} 时 ,有 


hn >h—e. 
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由 hn = sup{Tns, Tns +1, Tn +2,° 7 } 知 , 存在 ni > nk > K 使 得 有 
Zn >h—e. 


综 上 所 述 , (2) 成 立 . 
(2) 全 (3). 由 (2), 对 se = 1, 显然 存在 正 整数 nl > 1, 使 得 


hl<zn < 大 十 1. 


现 假定 对 ex = Ex > Lke N), 存在 nk EN 满足 


1 1 
hE <rn < 六 十 天 


在 (2) 中 取 < = 所 从 而 存在 Nk+t 当 n> Ne+l 时 , 有 


Zn <hi+ 天 二 T° 
令 KK = max{Nkt1,nk}. 由 (2) 知 存在 zk+l > K, 使 得 
h— < Kniss < 
由 上 述 归纳 法 找到 的 {zn,} 显然 满足 im Tnx =h. 
现 设 {zm} 是 {zn} 的 一 个 收敛 子 列 , 并 设 


im Zn, =h. 
由 (2) 知 , ve > 0, 3N, 当 n > N 时 , 有 

zn <hte. 
注意 到 ni >k, 从 而 当 k > N 时 , 有 


Tn <h+e. 
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这 说 明 
h’ = ,lim Tn, <h+e. 
由 e 的 任意 性 , 知 < h. 因此 (3) 的 结论 成 立 . 
(3) 全 (了 ]). 设 ,im zn = 心 , 我 们 将 证 明 hr = h, 其 中 h 满足 (3) 
中 的 条 件 . 
(3) 知 , 存在 {zn} 的 子 列 {zn,} 满足 : 


lim zn, = h. 
k 一 oo 


注意 到 Yk € N, 有 hn > znx, 从 而 有 hh > 九 

假若 六 > h, 我 们 将 推出 与 (3) 相 矛 盾 的 结果 . 

事实 上 , 令 eo = 和 了 > 0. 由 (2) 知 存在 {zn} 的 子 列 {zn 使 
得 对 Vk e N, 有 


Tn >h —e0=ht+eo. 


由 于 {zn} 为 有 界 序列 , 从 而 {zn } 存在 收敛 子 列 {zw}, 显然 有 im 
Zny 之 hh 十 e0 > h. 这 与 (3) 矛盾 , 从 而 hv = 六 即 (1) 成 立 . 

注 ” 对 于 下 极限 , 我 们 有 相应 于 定理 2.5.1 的 结果 , 请 读者 自己 给 
出 这 些 结果 的 叙述 与 说 明 . 

定理 2.5.2 (1) 车 有 界 序 列 {zn} 由 互 不 相同 的 数组 成 , 则 上 
极限 ,lim zn 是 {zn} 的 最 大 聚 点 , 而 下 极限 Jim rn 是 {zn} 的 最 小 
聚 点 ; 

(2) {znx} 是 {zn} 的 任 一 子 列 , 则 


lim zn < jim znk <& limZzn, 和 lim zn; 
Pro Er 一 co nm 一 oo 


(3) ,lim zn = a 的 充分 必要 条 件 是 Jim zn = lim zn =a, 其 中 a 
可 以 是 有 限 数 、-oo 或 +oc. rh 

证 明 (1) 设 “lim zn = h， 由 定理 2.5.1(3) 知 , 存在 {zn} 的 子 
列 {zn,), 使 得 Alimznx = h. 由 于 {zn} 是 由 互 不 相同 的 数 所 组 成 ， 
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h 是 {fzw} 的 聚 点 , 因此 h 更 是 {zn} 的 聚 点 . 对 于 {zn} 的 任何 聚 
点 心 都 存在 它 的 子 列 {zn;}, 使 得 lim zn， h， 由 定理 2.5.1(3) 
知 必 有 必 < 六 这 就 证 明了 h 是 {zn} 的 最 大 聚 点 .同样 的 方法 可 
证 lim zn 是 {zn} 的 最 小 聚 点 . 

“ 人 对 YkeN, 有 


ln = inf {Zny, zs+l < 和 inffznaznx 
因此 
m= = mn = Wim tm 这 wim inf{fznk,Znetay = lm zm. 
对 YEeN, 有 
hi 王 supfznk)Znkt 和 sup{fznkyZnk+ 一 jn 
因此 


mn a 由 腔 < 成 蕊 hn 3 nm 二 Rn 
(3) 我 们 只 证 a 为 有 限 数 的 情形 , 其 余 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 
充分 性 ”假定 lim zn = lim zn = a, 由 于 Yn e N, 我 们 有 


bn =inf{zntk} < Zn < sup{Zn+t} = hn, 


由 夹 逼 收敛 原理 知 ， im zn 一 0 成 立 . 
必要 性 设 limzn=0, 则 Ve>0,3N, 当 n>NN 时 ,有 
a—-é<ZXn<ate, 
从 而 有 
a—e<hln rn hn ate, n>N. 
这 说 明 


lim in = im ntn = =4a= wn nhn = a ,im nTn. 
no00 
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例 2.5.2” 设 {zn} 是 [0,1] 中 全 体 有 理 数 构成 的 序列 , 试 求 它 的 
上 极限 与 下 极限 . 

解法 1 由 于 {zn} 在 [0,1] 稠密 , 因此 ,对 任意 的 ne N, {zn, zntl, 
zn+2,"…} 仍 在 [0,1] 稠密 . 由 此 , Yn e N, 有 如 = 0, hn = 1, 从 而 有 


lim zn = 0, Tim zn = 1. 
m 一 oo 


解法 2 由 于 lim 一 0, lim < =1 因此 0 与 1 都 是 {zn} 


是 聚 点 . 显然 0 是 它 的 最 小 聚 点 , 1 是 它 的 最 大 聚 点 . 这 说 明 : lim zn = 
0, lim zn 三 1, Wi 
下 面 的 定理 给 出 了 上 、 下 极限 的 保 序 性 和 运算 性 质 . 
定理 2.5.3 ” 设 {zn} 和 {yn} 是 任意 给 定 的 两 个 有 界 序列 , 则 有 
(1) zn < yn (n = 1,2,…) 蕴涵 着 


lim zn < lim yn, lim zn < lim yn; 
nas 1 n—00 n—oo' 
(2) lim (-zn) = — lim zw， lim (一 zn) = 一 lim zn; 
n—o0 nmoo no0 no0 


(3) lim zn + lim yn < lim (zn + yn) < lim zn + lm yn, 

no0 n—o0 n—00 mn 一 oo fm 一 oo 

lim zn + Hmyn < Tm (zn +yn) < Tm zn + Tim yn; 
es no mn 一 oo 一 oo mm 一 oo 


(4) 车 zn > 0 yn >0,n=1,2,…, 则 


lim zn: limyn < lim (zn Yn) < lim zn: lim yn, 
n=00 n—=00 n—00 Nn—0o0 os 


lim zn: limyn < lim (zn yn) 和 lim zn lim yn. 
mn 一 oo mi 一 oo n—o0 " no0 


n>00 


证 明 ”我 们 只 证 明 (3) 中 的 前 两 个 不 等 式 , 其 余 的 不 等 式 留 给 读 
者 作为 练习 . 
取 {zn 二 yn} 的 一 个 收敛 子 列 {zn + mx 使 得 


lim (znx 十 ynx) = lim (zn 十 yn). 
大 一 oo no00 
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记 妇 = inf {zn, Tnt+1,*- } 4 po inf {yn, Yn+1,*- . }; 则 
,+ A < Ln + nse 
上 式 两 边 令 k 一 co, 取 极限 即 得 


lim zn 十 lim n= im n (tn 十 li ) < im 1 (Zn 十 yn ) = lim (er 十 gmn). 


取 {zn} 的 子 列 {fzw}, 使 得 im znx 二 jim zn. 由 定理 2.5.2(2) 
知 
lim (zn + yn) < lim (zn + Ynx). 
n—=00 大 一 co 
再 取 {yn} 的 收敛 子 列 {yw }. 又 由 定理 2.5.2(2) 及 (3) 得 
lm (en + Yn) < lim (cn + Yn) = lim nk + im, yn 
大 一 oo 一 oo 一 oo 


Zn 十 im, yn. 


作为 本 节 的 结束 , 我 们 给 出 两 个 例子 来 说 明 如 何 用 上 、 下 极限 的 


理论 来 研究 序列 的 敛 散 性 . 
例 2.5.3 ”给 定 序列 {zn} 及 常数 a > 2, 令 


Yn = Zn 十 QZn+l) n=1,2,.…, 
证 明 : 序列 {yn} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 序列 {zn} 收敛 . 
证 明 ”充分 性 是 显然 的 , 下 证 必要 性 . 


首先 , {yn} 收敛 蕴涵 着 它 有 界 , 从 而 存在 M > 0, 使 得 lyn| < M 
和 |zi| < M. 现 假 定 |zn| < M, 则 有 


1 2M 
|zn+i| < zllynl +|znl) < a <M. 


由 归纳 法 原理 知 ,对 一 切 的 正 整数 n, 有 |zn| < M, 即 {zn} 有 界 . 
记 《= ss A lim rn, 则 和 均 为 有 限 数 . 
邻 ” im, yn =b, “在 等 式 Zn 二 yn 一 Qzn+1 两 边 分 别 取 上 、 下 极限 ， 
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并 且 利用 本 章 习题 第 32 题 的 结论 和 定理 2.5.3 的 (2), 可 得 


全 =b—ab, 
£=6b— ah. 
由 此 可 得 4 十 ah =h+ab, 从 而 有 4 = hh. 这 样 , 由 定理 2.5.2 的 (3) 知 ， 
序列 {zn} 收敛 . 

例 2.5.4 ”证 明 序列 {sinn} 发 散 . 

证 明 对 YkeN, 令 

ns = [2kr + a mx = [(2k+ D+ 守 ]， 
则 有 
37 


Zer + T < nk < 2kr+t TE (Qk+ Dr+ < me < (k+l)r+ 
从 而 


sinnk > 2 sinmk < 2 
这 样 , 我 们 有 
lim sinn < lim sinmk < _¥2 交 2 < lim sinng < lm sinn. 
n>o0 大 一 oo 2 2 大 一 co no0 


因此 , 序列 {sinn} 发 散 . 
习题 二 
1. 试 将 有 理 数 集 Q 排 成 一 个 序列 . 


2. 试问 以 下 陈述 是 否 可 作为 序列 极限 的 定义 , 并 说 明理 由 : 


1 
(对 s= T6003N>0, 当 n>N 时 ,有 |zn-al<s; 


四 对 vs= 站 人 teN),3N>0, 当 ma>N 时 ,有 lz 一 ol< a; 
(3) 3M > 0, ve > 0, 3N > 0, 当 n>N 时 ,有 jzn 一 al < Me. 
3. 用 序列 极限 的 定义 证 明 : 


. COsn 辣 n 
re 全 ln 


0; 
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(3) im (VatIi~ Vd)=0 (4 lm - -了 


ns 
(5) lim ng" =0 (ql < Di (6) lim nT =0. 
4. 设 zh < a < yn 对 一 切 的 正 整 数 m 成 立 ， 而 且 lim (yn —Zn) =0. 
证 明 : 
lim zn = a = lim yn. 
no0 n—oo 
5. 设 im an 二 a, 试 证 : 
Ti Plan 十 pz2an-1 十 `… 十 pnal 
Re DP1 十 D2 十 … 十 pn 


pn 
>0 而 且 1 一 一 一 一 一 一 0. 
其 中 px 到 nopi +p2 + “十 pn 


6. 用 无 穷 大 量 的 定义 验证 下 列 序 列 是 无 穷 大 量 : 
一 2 

(1) {公社 十 工 

(2) {Gn} 站 其 中 Gn = 22” 二 1 


(3) {Fn} 为 斐 波 那 契 (Fibonacci) 序列 , 其 中 五, 递 推 地 定义 如 下 : 
Fo=F=1l, Fi=F,+F i. 
7. 求证 lim zn = a 的 充分 必要 条 件 为 
em 


若 已 知 dm Ton 和 lim T2nt1 都 存在 , 试问 是 否 能 保证 lim zn 存在 ? 
8. 用 肯定 的 语气 叙述 序列 {zn} 不 是 无 穷 小 量 
9. 求证 序列 {cosn} 的 极限 不 存在 . 
10. 求 下 列 极限 : 
(1) ,lim cosnsin 2 (aA 0); 
和 
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机 2 n 
(3) lim。 (二 + 去 +…+ 吉 ); 


om 
4) 1 
) TT 
(5) lim Vn sinn? ; 
nmo0 n+l1 
(6) lim Yn(Vn+1— Yn); 
1 1 1 ] 


0 lm [73+ 2 "m+n 


, Q 十 a2 十 - 
(8) Ji 5 十 克 十 加 
(9) lim Va (0<a< 了 Ti; 


mi (a > 0); 


” (ol < 1,0< bl <1); 


nk 
(10) im in (a> 1,k> 0). 
11. 设 ,lim zn a, lim yn 三 b, 证 明 : 
(1) lim max{zZn, yn} = max{a, b}; 
(2) lim min{zn, yn} = min{a, b}. 
12. 求 下 列 函 数 的 定义 域 及 表达 式 : 
(1) F(z) = im YI + 2"; 


we Zan 
(2) G(z)= lim Yl+z + 


13. 对 n = 1,2,.…, 分 别 设 


求 它们 的 极限 . 


14. 求 极限 lim zn, 其 中 对 n = 1,2,…， 


1.3.5...(2n—1). 


(Din= a6 Gn 
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(n 十 1)2 


(2) Tn 二 > Ei 


2 

(3) zn = Vnlnn. 

15. 若 序列 {zn} 收敛 , {yn} 发 散 , 证 明 {zn+yn} 必 发 散 ; 问 {znyn} 
是 否 必定 发 散 ? 若 {zn} 和 {yn} 均 发 散 , 问 {zn + 加 } 和 {znyn} 是 
否 必定 发 散 ? 若 {znyn} 是 无 穷 小 量 , 问 {zn} 和 {yn} 是 否 必 为 无 穷 
小 量 ? 

16. 设 A>0,0<z< znti 一 zn(2 一 Azn) (n 一 上 2.…) 证 
明 序列 {zn} 的 极限 存在 , 并 求 此 极限 . 

17. 序列 {qn} 满足 条 件 : 


1 
0<gn<1l, (1~gn)gnti> 4 vn € N, 


证 明 {qn} 单调 上 升 , 而 且 ,lim qn = 到 
18. 求 下 列 序列 的 极限 : 


CD VE V2va, V2V2v 
@ Va, Vir Yar Viti. 


19. 设 0<al<h, 令 
anri = Vanbn, bnt1 = (on + bn) (n= 1,2,..), 
证 明 序列 {fon} 和 {5。} 的 极限 存在 且 相等 


20. 求 下 列 极限 : 
中 (D+) 


多 a.(1+) 
21. 设 {bn} 是 严格 递增 趋 于 +oo 的 序列 , 证 明 : 如 果 
an 一 an-l _ 


bn 
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则 


注 : 此 即 为 著名 的 施 笃 效 (Stolz) 定理 . 
22. 利用 上 面 的 施 笃 兹 定理 求 下 列 极限 : 
二 
(DJ 一 
1 十 和 十 …. 十 
(2) lim NV wm， 
moo Vn 
(3) Jlim, 12 十 32 十 . i (2m 一 DD 
23. 设 函 数 f(z) 在 (a,5) 内 有 定义 , 并 且 对 任意 的 上 e (a,b), 存在 
一 个 6 > 0, 使 得 当 ze(E- 56+5)n(aD 时 有 : 
(1) 当 z <é€ 时 , f(z) < f(8); 
(2) 当 z>€ 时, f(z) > f(é), 
求证 f(z) 在 (a,5b) 内 严格 递增 . 
24. 用 区 间 套 定理 证 明确 界 存 在 定理 . 
25. 用 确 界 存在 定理 证 明 聚 点 原理 . 
26. 对 任意 给 定 的 s > 0, 存在 N es N, 使 得 当 n > N 时 , 有 


lan 一 av| <&, 


问 {an} 是 否 是 一 柯 西 序列 ? 
27. 证 明 如 下 定义 的 序列 {zn} 收敛 : 
ln. os 
(1) zn=1-3+3+."+(-1) 有 
(2) zn = a0 十 a19 十 … 十 ang", 其 中 {an} 为 一 有 界 序列 , 而 |q| < 1; 


sin 27 sinnz 


(3) zn = sinz+ ph (x € R); 


sin 27 sin 37 sinnz 


(9 zn = 2(2+sin2z) 3(3+sin3z) n(n + sinnz) 


(z € R). 


习题 二 81 


28. 用 肯定 的 语气 来 叙述 序列 {z。} 不 是 柯 西 序列 . 
29. 设 fan} c [a,, 证 明 : 如 果 {an} 发 散 , 则 {an} 必 有 两 个 子 
列 收 剑 于 不 同 的 数 ， _ 
30. 设 序列 {za} 分 别 由 zn = (In 人 + 1) +sm 王 和 


7 n=2k—1, 
| 
l/n, n=2k 
定义 , 证 明 它们 为 发 散 序列 . 
31. 求 如 下 定义 的 序列 {zs} 的 上 、 下 极限 : 


2 

ne NA 
(1) zn = a Cos Ti 
(2) zn =n+ncosnr + sin Ts 


CD ，1+(CD"， 
人 


ons 

(4) zn = nD". 

32. 证 明 : 若 lim_ zw 存在 , 则 对 任何 的 有 界 序列 {yn} 有 ， 

(1) lim (zn 十 如) = limuzn 十 lim yn; 

(2) Tm (znyn) = ,lim zn lim yn (zn > 0, yn > 0). 

33. 证 明 : 若非 负 有 界 序列 {zn} 对 任何 序列 {yn} 都 有 下 列 等 式 
之 一 成 立 : 


lim (zn 十 yn) = lim zn 十 lim yn, 
oo n—oo oo 
inm(znyn) = lim zn, lim yn， 


则 序列 {zm} 收敛. 
34. 证 明 : 若 z >0 且 


lim zn: lim 一 一 1， 
m 一 oo n 
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则 序列 {zn} 是 收敛 的 . 
35. 设 序列 {zn} 有 界 , 且 


,im (Zn+1 一 Zn) 一 0. 
再 设 1= Jim zs 和 工 == ,Hm zn. 试 证 明 [l, 刀 中 的 任意 一 个 数 都 是 此 


序列 的 一 个 子 列 的 极限 . 
36. 设 序列 {zn} 和 {yn} 满足 


Zn+l 王 名 十 gzn (0<gqg<1), n=1,2,.…, 


证 明 : 序列 {yn} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 序列 {zn} 收敛. 
37. 设 序列 {zn} 满足 : 对 任意 wm e N, 有 


0 < zn+m < Tn 十 Zm. 


证 明 序 列 {于} 存在 极限 . 
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§3.1 函数 的 极限 


上 一 章 我 们 讨论 了 序列 的 极限 , 本 节 我 们 将 进一步 论述 函数 的 极 
限 . 车 将 序列 看 成 是 定义 在 N 中 的 函数 , 则 在 序列 极限 中 , 自 变量 只 
有 一 种 变化 状态 . 而 在 函数 极限 中 的 自 变量 却 有 六 种 不 同 的 变化 状态 ， 
这 就 导致 函数 极限 的 定义 有 各 种 不 同 的 形式 ， 为 了 避免 繁琐 , 本 节 我 
们 主要 以 自 变量 趋向 于 某 一 给 定 的 点 为 规范 来 论述 函数 极限 的 定义 和 
性 质 . 


3.1.1 ”函数 极限 的 定义 


在 很 多 实际 应 用 中 , 我 们 常常 要 分 析 函 数 的 变化 情况 . 特别 地 , 当 
函数 f(z) 在 某 点 zo 没有 意义 , 但 在 Uo(zo,6) 内 有 意义 时 , 我 们 要 研 


究 当 z 充分 接近 zo 时 函数 的 变化 情况 . 例如 考查 函数 y = zsin 
在 点 z = 0 的 附近 的 变化 情况 . 我 们 发 现 sin 在 点 z = 0 的 邻 域内 
是 起 伏 不 定 的 , 但 当 z 趋 于 0 时 , 由 于 ly 一 0|= |zsinz| < lzl,y 也 随 


之 与 0 无 限 接近 . 因此 , 我 们 引入 函数 极限 的 定义 . 

定义 3.1.1 设 函 数 f(z) 在 Uo(zo,60)(50 > 0) 内 有 定义 . 若 存 在 
实数 4, 使 得 ve > 0, 35 > 0, 当 z EUo(zo,6) ( 即 0<|z-zol<56) 时 ， 
有 |f(z) - 4| < e, 则 称 当 z 趋 于 zo 时 , 函数 f(z) 以 4 为 极限 (又 称 
函数 f(z) 在 点 zo 的 极限 存在 , 其 极限 为 4), 记 为 lim f(z) = 4 或 
者 f(z) 4(z 一 zo). 4 

从 以 上 定义 中 可 以 看 出 , f(z) 在 zo 存在 极限 4 与 f(z) 在 zo 是 
否 有 定义 无 关 , 即使 f(z) 在 ze 有 定义 , 4 也 不 一 定 等 于 f(zo). 换 句 
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话说 , 在 考虑 函数 极限 时 , 我 们 只 考虑 zo 附近 f(z) 的 变化 趋势 , 而 并 
不 关心 f(z) 在 zo 的 取 值 情况 . 

再 来 看 umuf(z) = 人 的 几何 意义 . 任 给 。 > 0, 用 平行 于 z 轴 的 
直线 y= 4-<e 和 yy= 4+e 作 一 长 条 带 域 . 由 定义 , 存在 5 > 0, 使 得 
当 0<|z 一 zol <6 时 ,|f(z) - 4| < s. 这 就 是 说 , 在 zx 轴 上 可 以 找到 
一 个 以 zo 为 中 心 的 开 区 间 (zo 一 6,zo + 5), 使 当 ze(zo 一 bzo+0) 
且 z 关 xzo 时 , 点 P(z,f(z)) 就 必然 落 在 所 述 的 长 条 阴影 带 域内 (参见 
图 3.1.1). 


图 3.1.1 
例 3.1.1 证 明 极限 lim VE 二 
z 一 1 2 一 1 2 


分 析 当 z 关 1 时 ,有 

Vi-1 1 Z 一 1 

zl1 -让 
由 于 我 们 只 考虑 函数 在 zx = 1 附近 的 变化 情况 , 因此 我 们 无 妨 限 

定 lz-1l<1 此 时 (VZ+1)2 >1, 从 而 

V3-1 -| Iz—1l 1 


722+ “a 


六 2 


这 样 ,ve > 0, 欲 使 | 一 站 < 只 需 取 5=2e. 


及 
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证 明 ”ve >0, 取 5=min{1,2e}, 则 当 |z 一 1 <6 时 ,有 


按 函数 极限 的 定义 知 lim 光一 + 一 成 立 
例 3.1.2 ”证 明 极 限 lim 2* = 16. 
证 明 ”由 于 
lz4 —16|=|z—2||z3+272+4r+ 8|， 
限定 |z -2| < 1 时 , 有 |z| < 3, 从 而 有 
Iz —16| < 65lz — 2|. 
因此 ,ve > 0, 取 5 = min{ 疝 ,1}, 则 当 0< |z -2| <5 时 ,有 


|z4 - 16| < <. 


按 函 数 极限 的 定义 知 liny z == 16 成 立 . 


用 完全 类 似 的 方法 可 证 : 对 任意 的 实数 a。 和 任意 的 正 整数 n, 有 


lim z” = a". 请 读者 作为 练习 给 出 这 一 结果 的 证 明 . 


”从 以 上 例子 的 证 明 可 以 看 出 : 要 证 明 lim f(z) = 4, 我 们 应 该 先 
限定 > 在 zo 的 某 个 邻 域内 , 这 样 容易 从 |/(z) - 4| 中 得 到 所 要 的 关 
于 lz - zol 的 不 等 式 ， 而 预先 限定 > 的 变化 范围 , 可 以 通过 给 定 某 


个 60 > 0 得 到 . 
例 3.1.3 ”证 明 极 限 lim zsin 1 = 
证 明 ve >0, 取 5=e, 当 zevUo(0,6) 时 ,有 


Se 
|zsin= -| 委 |z| < e， 


按 函 数 极限 的 定义 知 lim zsin = 0 成 立 . 
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3.1.2 ”函数 极限 的 性 质 


与 序列 极限 的 性 质 一 样 , 函数 极限 也 具有 相应 的 性 质 . 但 是 由 于 
函数 极限 的 存在 与 否 只 与 zo 附近 的 函数 值 有 关 , 因此 一 些 相 应 的 结论 
也 只 能 在 zo 的 某 个 邻 域内 成 立 . 例如 , 对 于 “改变 序列 的 有 限 多 项 不 
改变 序列 的 敛 散 性 ”这 一 性 质 而 言 , 我 们 有 以 下 相应 的 结论 : 设 f(z) 
在 zo 的 某 个 邻 域 Uo(zo,5o) (60 > 0) 有 定义 ， 则 对 任何 bo > 51 > 0， 改 
变 f(z) 在 Uo(zo,6i) 外 面 的 函数 值 , 不 影响 f(z) 在 zo 处 的 敛 散 性 . 

定理 3.1.1 (唯一 性 和 有 界 性 ) ” 设 极 限 Jim jz) 存在 , 则 

(1) 该 极限 值 是 唯一 的 ; 

(2) 360 > 0, 使 得 f(z) 在 Uo(zo,60) 有 界 . 

证 明 (1) 设 lim f(z) = 4 lim f(z) = B, 则 由 函数 极限 的 定 
义 , ve > 0, 35 > 0, 当 0< Iz 一 zol <6 时 ,有 


Ha -A<3 lo) -Bl<D 


从 而 有 
I4—Bl<|f(z) -Al+|f(z)— Bl<e. 


由 于 4,B 为 两 个 常数 , 它们 的 差 又 能 小 于 任 给 的 e > 0, 因此 4 必须 
等 于 B. 

(2) 设 im f(z) 二 A. 对 s0=1,360>0, 当 0<|z-zol< 60 时， 
有 |f(z) - 4|<1, 从 而 有 


|F(z)| < AI+If(2)—Al<1+|Al, Vz € Uo(zo,6o0), 


按 有 界 函 数 的 定义 知 f(z) 在 Uo(zo, 650) 有 界 . 
定理 3.1.2 ( 保 序 性 ) ” 设 Jim f(z) = 4 lim glz) = B, 则 
(1) 车 35o > 0, 使 得 当 z e Uo(zo,60) 时 ,有 f(z) < g(z), 则 4 < BB; 
(2) 若 4 < B, 则 对 任何 Ce (4, B), 35。 > 0, 使 得 当 z e Do(zo, 6o) 
时 ,有 f(z) < C < g(z). 
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定理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

定理 3.1.3 (四 则 运算 ) 设 Jim f(7) = A4, lim g9(7) = B， 则 有 
(1) Jim (f(z) 3 4 士 B; 

(2) 7 人) 有 


"je) _A 
(3) J gs ) = 和 4 这 里 假定 B#0. 


证 明 我 们 只 这 (3), 其 余 的 请 读者 自己 证 明 . 
在 zo 的 附近 , 我 们 有 


f(z) 全 _ |Bf(z) — Ag(z)| _ IB(f(z) — A) — A(g(z) — B)| 


g(z) B 加 四 | Bre 
< Be (1D) -+HMllola -可 
由 lim 9(7) = B 承 0 知 , 350 > 0, 使 得 当 z e Uo(zo,60) 时 , 有 
lg(z) -BI < :加 ,从 而 


gl>IBl-go-B>IB- 同 =- 节 


这 样 , 与 前 面 的 不 等 式 相 结合 , 我 们 有 


f(z) 下 < 高 wo- Al+ 2 和 slo(e) - Bl 


对 一 切 的 z € Uo(zo,60) 成 立 . 
Ve > 0, 由 Jdim g(z) = B 知 , 361 > 0, 使 得 当 ze Uo(zo,61) 时 , 有 


2 
slo) -Bl < A 
再 由 lim f(z) = 4 知 , 352 > 0, 使 得 当 z e Vo(zo,52) 时 , 有 


|f(z)— AI < a 
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现在 取 5 = min{60,61,62}, 则 当 ze Uo(zo,6) 时 , 有 
f(z) 4 


gz) BB 
按 函 数 极限 的 定义 知 (3) 成 立 . 


2z3 二 3z 一 1 
3.1.4 ac 下 < 
例 3.1.4 求 极 限 lim 5 


解 因 z 一 2 时 ,2z3+3z--1 和 za3+3 都 有 极限 , 而 且 


和 三 二 二 
2 


lim(273 +37—1)=2x2+3x2-1=21, 
了 

lim(z? +3)=23+3=11#0, 

Ee 
所 以 


2zs+3z-1 Ji(2r7 +3-1) 21 


J T+3 lim (2 +3) 11° 
z 一 


例 3.1.5 求 im 2 于 十 一 二 于 一, 其 中 由 是 一 个 给 定 的 正 
整数 
解 将 所 求 极限 式 恒 等 变 形 , 有 


TD 二 22 十 … 十 XZ? 一 n 
lim 一 -一 一 一 


zl Z 一 1 
= im (21+ + 二 一 ) 
zl\z—-1 Zz-l z—1 


= lim[1+(1+2)+.+ (2 + + 十 1)] 
=1+2+..+n= dn(nt1). 


下 面 我 们 来 讨论 复合 函数 求 极限 的 问题 , 有 下 述 结论 : 

定理 3.1.4 ” 设 函 数 f(w) 在 Uo(wo,61)(61 > 0) 有 定义 且 im flu) 
= A;w = g(z) 在 Uo(zo,60)(50 > 0) 有 定义 , 当 z € Un(zo,60) 时 
有 g(z) € Uo(wo,61) 且 lim g(z) = wo, 则 有 


Jim f(g(2)) =4. 
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证 明 由 im fu) = 4 知 , ve > 0,30 <7 < 6, 使 得 当 we 

Uo(wo,7) 时 , 有 
Fu) -4| < <. 
对 于 7 > 0, 由 ,im g(z) = uo,30 < 6 < 5o, 使 得 当 z e Co(zo, io) 时 ， 
有 0 
lg(z) — uo| < 人. 
注意 到 Vz e Uo(zo,60) 有 9g(z) 关 uo, 因此 当 z e Vo(zo,6) 时 , 有 9(z) e 
Uo(wo,m), 因此 有 
|f(g(z)) — A| < a. 

这 就 证 明了 Jim f(g(z)) = 4. 定理 证 毕 . 

例 3.1.6 ” 求 极限 im tl! a 

解 取 f(u)= V+ 其 中 vv=zz+z+l 则 jg) 在 w=1 
的 某 个 邻 域 , g(z) 在 zo = 0 的 某 个 邻 域内 满足 定理 3.1.4 的 所 有 条 件 . 
由 例 3.1.1 知 lim ju) = >: 显然 有 lim g(z) = lim (2? +Z+1)=1. 
由 定理 3.1.4 知 


lm V+e+1l-1_ f _1 
lm = lim f(9(2)) = 3 


对 于 定理 3.1.4 中 的 条 件 , 我 们 要 求 当 z e Uo(zo,60) 时 , 有 g(z) 
e Uo(uo,61). 该 条 件 在 复合 函数 求 极限 中 是 必要 的 . 换 句 话说 , 若 假定 
g(z) se U(uo,5), 则 定理 3.1.4 的 结论 可 能 不 真 . 事实 上 , 我 们 取 


0，Y= 0， 1, z= | 
ju) = { 9(z) = | A 
1, wu#0, 0， 其他， 


1 -六 
f(g(z)=4 "Tn 
人 其 他 


则 
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现 取 zo = 0 则 lim g(z) = 0. 注意 到 lim f(v) =1, 但 是 lim f(g(z)) 
不 存在 . 这 是 因为 在 zo = 0 的 任意 小 的 邻 域内 f(g(z)) 既 有 取 值 为 1 
的 点 , 又 有 取 值 为 0 的 点 , 故 其 极限 不 存在 . 

定理 3.1.5 ( 夹 逼 收敛 原理 ) ” 若 Jim fm) 二 lim h(z) = 4, 而 且 
存在 bo > 0, 使 得 f(z) < g(z) < h(z) 对 一 切 z € Uo(zo,6) 成 立 , 则 有 


lim g(z) = 4. 
0 


此 定理 的 证 明 与 序列 的 逼 收敛 原理 类 似 , 故 从 略 . 
最 后 , 我 们 要 重复 指出 的 是 , 函数 极限 存在 时 , 它 所 具有 的 性 质 只 
是 在 局 部 成 立 ， 例 如 , 设 f(z) = 2，z < (0, +eo)， 对 任意 的 zo < 
(0, 十 oo), 有 
E 


1 
li = lim 二 = 一 . 
(0 


由 此 可 以 导出 f(z) 在 zo 附近 有 界 , 事实 上 , 我 们 有 


2 zo zo 
Vo < vre (m -有 ,mo+ 字 )， 


但 f(z) 显然 在 (0, +cc) 上 无 界 . 


3.1.3 ”函数 极限 概念 的 推广 


在 实际 应 用 中 , 前 面 所 引入 的 函数 极限 的 概念 是 不 够 的 , 例如 对 闭 
区 间 上 有 定义 的 函数 , 就 无 法 讨论 其 在 端点 处 的 极限 问题 . 因此 我 们 就 
必须 拓 广 极限 的 概念 , 以 便 处 理 其 他 形式 的 极限 问题 . 

1. 单 侧 极限 

所 谓 单 侧 极限 是 考虑 函数 在 某 一 点 的 一 侧 的 变化 情况 . 记 

Ut(z0,6)= {zeR:zo<z<zo+56} (zo 的 右 邻 域 ); 

U-(z0,6)={zER: 7z0—-6<r<70} (zo 的 左 邻 域 ); 
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Ud (zo0,0) = U+(zo,5) \ {zo} (zo 的 右 空心 邻 域 ); 

UF (zo0,6) =U-(zo,6)\ {zo} ”(zo 的 左 空心 邻 域 ). 

定义 3.1.2 ” 设 f(z) 在 (zo,60)(6o > 0) 上 有 定义 . 如 果 存在 
实数 4, 对 ve > 0, 35 > 0, 使 得 当 z e Ut(zo,6)( 即 0< zzo < 9) 时 ， 
有 |f(z) - 4| < se, 则 称 f(z) 在 点 zo 的 右 极限 存在 , 而 称 4 为 f(z) 
在 点 ro 的 右 极限 , 记 为 .lim, f(z) = 4 或 者 flzo+ 0) = A 

类 似 地 可 定义 f(z) 在 点 zo 的 左 极限 。lim_ 。f(z) 或 者 f(zo 一 0). 
有 关 右 极限 的 几何 解释 参见 图 3.1.2. 


图 3.1.2 


定理 3.1.6 ”函数 f(z) 在 点 zo 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 
在 点 zo 的 左 、 右 极限 都 存在 且 相 等 . 

证 明 ”必要 性 设 lim f(z)=A4 存在 , 则 Ve > 0, 36 > 0, 使 得 
当 0<|z 一 zo <5 时 ,有 

If(z)— Al <&. 
特别 地 , 当 0<z-zo<6 或 0<ro-z<6 时 , 亦 有 lflz)-4|<s， 
故 lim jz) 和 lim f(z) 都 存在 , 而 且 
rz0+0 z—70—0 
sdim, f(z) =, lim f(z)=4. 


充分 性 设 .limiof(z) 和 lim f(z) 都 存在 , 而 且 
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lim f(z)= ,lim uf(z) = 


zr—r0+0 
则 ve > 0, 由 slim, f(z)=4 知 , 3561 > 0, 使 得 当 0 <z 一 xzo < 
时 , 有 |f(z) -4| < 所 又 由 。lim f(z) = 4 知 , 362 > 0, 使 得 当 0 < 
zo-z<bz 时 ,有 |jf(z)-- 4| < ce. 
令 5 = min{61,62}, 则 当 0 < | <65 时 ,有 |f(z)-A4l<e. 
故 lim Ja) 存在 , 而 且 lim f(z) = 
例 3.1.7 证 明 取 整 函数 f(z) = [z] 在 z=3 的 极限 不 存在 . 
证 明 ”由 取 整 函数 的 定义 可 证 


18+0=3>2= 1G-0), 


因此 , 由 定理 3.1.5 知 , 取 整 函数 f(z) = [z] 在 z = 3 的 极限 不 存在 . 

2. 自 变量 趋 向 无 穷 大 时 的 极限 

如 果 将 序列 看 成 是 定义 在 N 上 的 函数 的 话 , 则 序列 极限 就 是 自 变 
量 ”一 +co 时 函数 的 极限 , 类 似 地 也 可 以 考虑 在 实数 集 及 上 定义 的 
函数 当 z 趋 于 co 时 的 极限 问题 . 

称 集合 {z: |z| > h} (h > 0) 为 oo 的 邻 域 , 记 为 U(oo0,h) 或 U(o0); 
称 {z: hh<z<+o0} 与 {z: 一 00<z< 一 h} 为 oo 的 单 侧 邻 域 , 分别 
记 为 Ut+(o0,h)(U+(o0) 或 U(+o0)) 和 UT(o0,h)(U-(o0) 或 U(-o00)). 

定义 3.1.3” 设 函数 f(z) 在 U+(co) 上 有 定义 . 若 存在 实数 4, 使 
得 Ve > 0,3X EeE Ut(o0), 当 z > 时 ,有 |f(z) 一 4| < s, 则 称 当 z 
趋 于 +oo 时 f(z) 的 极限 存在 , 其 极限 为 4, 记 为 ,lim f(z) = 
者 f(z) 一 4(z 一 +oo). 

类 似 地 可 以 定义 “lim f(z) = 4 和 lim f(z) = 4. 有 关 z 一 +oo 
时 f(z) 的 极限 的 几何 解释 参见 图 3.1.3. 

对 这 种 类 型 的 极限 , 也 有 类 似 定理 3.1.6 结论 , 另外 , 这 类 极限 也 
有 四 则 运算 及 复合 函数 相应 的 结果 . 请 读者 作为 练习 给 出 它们 的 表述 
和 证 明 . 
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例 3.1.8 ”证 明 极限 lim 和 = 3. 
22 一 2 
证 明 ”由 于 
3+2z-1 3|- 5 3|z| 4 
Z2 一 2 Z2 一 372/4 一 |z| 


对 一 切 的 |z| > 5 成 立 , 所 以 Ye > 0, 取 X = max{5, 4/e}, 则 当 |z|>X 
时 , 有 


372+2z—1 4 

一 < 

-|< 商 < 
按 极限 定义 知 lim 3< -证 吕 一 = 3 成 立 


例 3.1.9 设 f(z) = V4zz 十 27 十 3, 试 求 下 列 极限 : 
0) ,im de); @) lim, {© 


(3) lim (f(z) — 22); (4) lim (f(z)+27). 


解 (GD ,lim {9 - lm V4+ 寺 + 二 一 2 


工 一 十 oo 
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jz) -hi 345 一 2 二 3 
i a 


A , dz?+2z+3-4z? 1. 
8) HPN) 20) = HP RT 


,4z?+2r+3—4r? 
NO 1 I VI TT 2 
—2t+3 1 


= lim 一 一 一 二 一 =. 
t—+o0 VAt2 — 2t+ 3+2t 2 


3. 广义 极限 

当 函 数 f(z) 在 点 zo 的 极限 不 存在 时 , 这 时 f(z) 在 zo 附近 的 变 
化 情况 非常 复杂 . 但 所 有 在 点 zo 不 存在 极限 的 函数 中 , 有 一 类 变化 还 
是 具有 规律 的 . 如 函数 f(z) = 2, 当 z 一 0 时 , 函数 的 绝对 值 将 目标 
一 致 地 无 限 变 大 . 

定义 3.1.4 设 f(z) 在 Uo(zo,60) (bo > 0) 上 有 定义 . 若 YM > 0， 
36 > 0, 使 得 当 0 < |z 一 zol < 6 时 ,有 f(z) > M, 则 称 当 z 趋 于 zo 
时 , f(z) 趋 于 +oo, 或 称 当 z 趋 于 zo 时 , f(z) 的 广义 极限 为 +oo, 并 
记 为 dim f(z) = +oo 或 f(z) 一 +00 (z 一 zo). 此 时 , 也 称 f(z) 为 
当 z 趋 于 zo 时 的 正 无 穷 大 量 . 

类 似 地 可 以 定义 dim f(z) = 一 oo ( 称 f(z) 为 当 z 趋 于 zo 时 的 
负 无 穷 大 量 ), lim f(z) = oo ( 称 f(z) 为 当 z 趋 于 zo 时 的 无 穷 大 量 )， 
lim, ,f(z) = +oo ( 称 f(z) 为 当 z 从 右 侧 趋 于 zo 时 的 正 无 穷 大 量 )， 
lim, f(z) 二 十 oo ( 称 f(z) 为 当 z 趋 于 +co 时 的 正 无 穷 大 量 ) 等 . 

注意 无 穷 大 量 并 不 是 函数 值 可 以 取 到 任意 大 的 值 的 量 . 例如 , 函 
数 f(z) = z?sinz 当 z 一 co 时 可 以 取 到 任意 大 的 值 , 但 是 它 并 不 是 
当 z 一 oo 时 的 无 穷 大 量 . 

对 于 函数 极限 而 言 , 自 变 量 共有 六 种 可 能 的 变化 情况 , 即 


Z 一 20j 2 一 20 十 0 一 ZIo 一 0 zZ 一 ooi 2 一 土 oo. 


83.1 函数 的 极限 95 


对 于 自 变量 > 的 每 一 种 趋向 , 函数 又 有 四 种 不 同 的 趋向 , 即 
f(z) 一 4 f(z) — +o0; f(z) 一 oo 
因此 在 研究 函数 极限 时 , 就 有 24 种 可 能 的 情形 要 研究 . 对 于 
olim,of(s)=Ah, lm f(z)=A, ,lip f(z)=A 
这 五 种 极限 , 也 相应 地 有 上 一 小 节 中 所 介绍 的 所 有 性 质 ; 而 对 于 其 他 类 
型 的 极限 , 在 不 发 生 (二 co) + (二 oo)， oo 和 守 这 些 类 型 ( 称 为 不 
定式 ) 情况 下 , 也 有 相应 的 四 则 运算 公式 . 
5 一 2z2 
例 3.1.10 ” 求 极限 dim, 5 
解 ” 利 用 极限 的 四 则 运算 , 可 得 
5 


Tg 
so BT tr 工 2 
zz 22 
5 
(去 2 
= 汉 和 
lim (3+=- 豆 ) 


例 3..11 设 /lz) = 二 , 求 J4 -0, f(1+0) 和 lim f(z). 
解 f(1 一 0)= -oo f(1+0)=+oo 和 lim f(z) = oo. 


3.1.4 ”序列 极限 与 函数 极限 的 关系 


以 zx 趋 于 zo 的 情形 为 例 , 我 们 先 来 给 出 f(z) 不 趋 于 4 的 精确 
描述 . 如 同 序列 情形 , f(z) 不 趋 于 4, 则 必定 3eo。 > 0, 在 zo 的 附近 有 
充分 接近 zo 的 点 z, 使 得 |f(z') - 4| > so . 读者 应 该 充分 理解 “有 
充分 接近 zo 的 点 z'” 的 精确 意义 , 此 即 是 说 , 在 zo 的 任何 邻 域内 都 
存在 异 于 zo 的 点 z', 使 得 |f(z') - 4| > so. 因此 , 用 肯定 的 语气 来 叙 
述 Jim f(z) #4, 即 为 


3eo > 0, V6 > 0, 3z' e Uo(zo,6), 使 得 |f(z’) - 4| > a0. 
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我 们 这 里 须 特 别 指出 的 是 , 初学 者 容易 犯 的 一 个 错误 是 , 将 其 叙述 
成 : 


3eo>0, V6 > 0, 当 ze Uo(zo,6) 时 ,有 |f(z) 一 A| > eo. 


当然 , 满足 以 上 条 件 一 定 有 z 趋 于 zo 时 f(z) 不 趋 于 4, 但 并 不 是 所 
有 的 > 趋 于 zo 时 f(z) 不 以 4 为 极限 的 都 有 以 上 情形 发 生 . 

下 面 我 们 来 讨论 序列 极限 与 函数 极限 的 关系 问题 . 事实 上 , 我 们 有 

定理 3.1.7 设 f(z) 在 Uo(zo,60) (5o > 0) 上 有 定义 , 则 lim f(z) 
= 4 成 立 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 Uo(zo,60) 内 任意 收敛 于 zo 的 序 
列 {zn}, 都 有 lim f(zn) = 4. 

证 明 ”必要 性 在 Uo(zo,60) 中 任 取 一 收敛 于 zo 的 序列 {zn)， 
即 lim zn = zo, 要 证 lim f(zn) =A. 

“Ye > 0, 由 Jim Ja) = 4 知 , 35 > 0, 使 得 当 0 < lz - zol < 5 时 ， 
有 
If(z)— Al <e. 


对 于 上 述 5 > 0, 由 zn 一 zo(n 一 00) 知 , 3N, 使 得 当 n > N 时 , 有 
0<|zn—zol<6. 


于 是 , 当 n> NN 时 ,有 |f(zn) 一 4l<e, 即 lim f(zn)= 4. 
充分 性 ”如 果 不 然 , 即 当 z 一 zo 时 f(z) 不 以 4 为 极限 , 则 3eo > 
0, 对 V6 > 0, 3zs e Uo(zo,6), 使 得 


If (zs) — A| > so. 
这 样 ,分别 取 5= 名 (n= 1,2,.…), az e Uo (zw), 使 得 
n nn 
|f (zn) ~ Al > eo. 


对 于 这 样 得 到 的 序列 {zn,}, 显然 有 zn 一 zo (n 一 co), 且 vn € 
Uo(zo,60), 从 而 lim f(zn) = 4, 但 这 与 |f(zn) - 4| > so 对 一 切 正 整 
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数 ”成 立 相 了 矛盾 . 
例 3.1.12 ” 试 证 明 当 z -0 时 函数 f(z) = si (z 关 0) 的 极限 
不 存在 . 
证 明 取 ) 
Tn=—,， n=1,2,.…, 


nn 
则 有 za 一 0m 一 o0), 且 
f(zn) =sinnr=0—0 (一 oo); 


再 取 
去 1 


P= 
2n7n+ 


则 有 一 0(n 一 00), 且 


元 ， n=1,2,.…， 


2 


(7n) = sin (2nr+ 3) 三 1 一 1 (一 oo). 


这 样 , 由 定理 3.1.7 知 lim sin 不 存在 . 

值得 注意 的 是 , 对 于 此 例 , 虽然 当 = 一 0 时 sin 2 不 趋向 于 0, 但 
找 不 到 eo > 0, 使 得 对 任何 5 > 0, 都 有 |sint -0| > eo 在 Uo(zo,5) 
上 成 立 . 

3.1.5 ”极限 存在 性 定理 和 两 个 重要 极限 


1. 极限 存在 性 定理 

如 同 序列 极限 一 样 , 如 果 函 数 单调 , 则 它 必 存在 广义 极限 . 

定理 3.1.8 ” 设 函 数 f(z) 在 UT(zo,60) 内 有 定义 . 车 f(z) 在 
Ut (x0, 60) 上 内 单调 上 升 , 则 


im of =intff(o) : ze UF (wo,60)}; 


若 f(2) 在 US (x0, 60) 内 单调 下 降 , 则 
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lm, wy = sup{f (2) : 2 € UG (e060)}. 
证 明 ”我 们 只 给 出 定理 第 一 部 分 的 证 明 . 记 
A=inf{f(z) : ze Usd (x0, 60)}, 


则 4 为 有 限 数 或 -co. 

先 考 虑 4 为 有 限 数 的 情形 . 对 ve > 0, 由 下 确 界 的 性 质 知 , 371 e 
Udt(zo,io), 使 得 A < f(z1) < 4+e. 记 5=z-zo 则 5>0， 
而 且 当 xz e Ut(zo,6) 时 , 由 于 f(z) 在 Ud(zo,60) 内 单调 上 升 ， 故 
有 4x< f(z) < f(z1) < 4+e, 即 |f(z) -4| < e 这 就 证 明了 ,此 
时 2 mo f(®) = 4 成立. 

再 考虑 4 = -oo 的 情形 . 对 VM > 0, 由 下 确 界 的 定义 知 , 3z1 € 
Ut (zo,60) 使 得 f(z1) < -M. 记 5= zi 一 zo, 则 5 > 0, 而 且 当 z€ 
Ut (zo0,6) 时 , 由 于 f(z) 在 Ud (zo,60) 内 单调 上 升 , 故 有 f(x) < f(z1) < 
一 M. 这 就 证 明了 , 此 时 亦 有 stm,of(®)=4 成 立 . 

对 于 函数 极限 , 有 下 面 的 柯 西 收敛 准则 : 

定理 3.1.9 ” 设 f(z) 在 Uo(zo,50) 内 有 定义 , 则 dim f(z) 存在 的 
充分 必要 条 件 是 : ve > 0, 35 > 0, 当 z', z”€ Uo(zo,6) 时 , 有 


If(2) — f(z")| <e. 


证 明 ”必要 性 设 Jim f(z) = A 存在 , 则 ve > 0, 35 > 0， 


当 z eVo(zo,65) 时 , 有 |f(z) - 4| < s/2. 于 是 , 当 zz < Uo(zo,6) 时 ， 
有 
Fe) Fe) < fe) — A+IA- fe < + 
充分 性 在 Uo(zo,60) 内 任意 选取 一 个 收敛 于 zo 的 序列 {zn)}. 
Ye > 0, 由 充分 性 假定 知 , 36 > 0, 使 得 


= 6 


|f(z)— fz) <a/2, Vr, 72” € Uo(zo,6). 
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而 对 这 一 5 > 0, 由 ,jim_ zn = zo 知 , 存在 N, 使 得 当 n > N 时 , 有 
|zn 一 zol < 6. 于 是 , 对 Ym, n > N, 有 zn, zm EUo(zo,5), 从 而 有 
[f(zn) — f(zm)| < s/2. 

这 表明 序列 {f(zn)} 是 一 个 柯 西 序列 , 因此 由 序列 的 柯 西 收敛 准则 知 ， 
存在 实数 4, 使 得 lim f(zn) = 4. 

下 证 Jim f(z) = 4 由 前 面 所 证 知 , ve > 0, 存在 5 > 0 和 正 束 
数 N, 使 得 

If(z) — f(zn)| < /2, Vz € Uo(zo0, 6), vn > N. 

于 是 , 有 

f(z) — Al= ,lim |f(z) — f(zn)| < e/2 <e, ve € Uo(z0,6). 


这 就 证 明了 dim f(z)=4 成 立 . 
注 ” 对 于 其 他 类 型 极限 也 有 相应 的 单调 收敛 性 定理 和 柯 西 收敛 
准则 , 请 读者 作为 练习 给 出 这 些 结果 的 详细 表述 . 


例 3.1.13 证 明 极限 ,lim Tie 和 


证 明 令 eo= 3 对 任意 的 X > 0 (不 妨 设 X > 3), 取 正 整数 no， 
使 得 


2' = 3no > X, 2 = 3no+3>X 


则 有 
If 一 Ar) 


= ||>3 有 


故 由 柯 西 收敛 准则 知 ， lm ,二 1 cos < 不 存在 . 
2. 两 个 重要 极限 
第 一 个 重要 极限 。 lim 一 一 1 
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分 析 ”如 图 3.1.4 所 示 , 在 单位 圆 盘 D = {(&,7) : 6+? < 1} 上， 

z 是 圆心 角 Z4OB, 以 弧度 计 , 即 它 恰好 等 于 4B 的 弧 长 , 而 sinz = 
互 C 是 弦 长 BB’ 之 半 . 因此 

BB’ _ 2sinz _ sinz 

BB 2 

即 圆心 角 趋 于 0 时 , 对 应 的 弦 长 与 弧 长 之 比 趋 于 1. 


一 1 (z 一 0)， 


图 3.1.4 


证 明 ”为 了 给 出 这 一 重要 极限 的 证 明 , 我 们 先 证 明 一 个 重要 的 不 
等 式 : 


sinz < Zz < tanz, vre (@ 23) 
事实 上 , 如 图 3.1.4 所 示 , 我 们 有 
人 40B 的 面积 < 扇形 AOB 的 面积 < A4OD 的 面积 ， 


即 
LE 1 1 
ted < 27 < 3 tanz. 
这 样 , 我 们 就 证 明了 所 述 的 不 等 式 . 
利用 这 一 不 等 式 , 容易 导出 , 对 一 切 的 0 关 z e R, 有 


|sinz| < |z|. 
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由 此 可 以 导出 , 对 Va & ,有 


,ZX+a. Tz-a 
|cosz ~ cosal = |2sin 2 sp 一 7 


rT—a 
si < |z—al, 
sin 一 7 | |z—al 


<2 


从 而 有 
lim cosz = cosa. 
同 理 可 证 
lm sinz = sina. 
利用 前 面 所 证 不 等 式 , 我 们 有 
cosz < EE < vz e (0, 2) 
利用 偶 函数 性 质 , 这 一 不 等 式 在 -了 <z < 0 时 也 成 立 . 再 注意 到 , 前 


面 我 们 已 经 证 明了 lim cosz = 1, 由 来 收敛 原 理 知 lim 2 = 1 成 
立 . 


2 7) 


例 3.1.14 求 极限 lim 
解 ” 由 于 |sinz| < lzl， "所 以 sinz 一 0 (z 一 0). 这 样 , 我 们 有 


.Sin(sinZz . Sin(sinZ) sinz 
lim ( ) lim ( ) 
z 一 0 EE z=0 sinz 要 
sin(sinz) ,. sinz 
= lim 一 一 一 一 一 lim 一 一 
z 一 0 Sin7Z  z 一 0 2 


= lim a lim =1 (t = sinZ). 


第 二 个 重要 极限 Jlim (1+ 2)”=。. 
证 明 ” 先 考 虑 > 一 +oo 的 情形 . 由 于 当 z > 1 时 , 有 
1 1 


1 
1+ 画 +1s 二 让 生 一 2 
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从 而 有 


(+ + 可) < (+3) < (+ 1! 站 ) 


这 样 , 应 用 序列 极限 所 得 结果 和 夹 逼 收敛 原理 , 知 
lim (1 4 2)” 一 e. 
再 考虑 z 一 -oo 的 情形 . 令 rz = 一 y, 则 y 一 +ce, 从 而 有 


0+ -3 


p(t) +) 


由 极限 与 单 侧 极限 的 关系 , 得 
lim (1+ :2) =e. 
例 3.1.15 求 板 限 lim(l 一 2z)=. 
解 令 z= 了 则 20 比 涵 着 4 oo. 于 是 


t 
. 1 2 t—2 
加 (29 下 (1- 引 = 下 (5) 


i: t—2 
这 里 s= 一 一 

3. 函数 的 上 、 下 极限 

作为 本 节 的 结束 , 我 们 简要 地 介绍 一 下 函数 的 上 、 下 极限 . 为 了 避 
免 繁 琐 , 我 们 这 里 仅 考虑 当 z 一 zo 时 的 情形 , 其 他 情形 请 读者 自己 补 


出 . 
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设 函 数 y = f(z) 在 Uo(zo,50) 内 有 定义 . 对 任意 的 0< 6 < bo, 设 
£(6) = inf{f (7z) : ze Uo(z0,6)}, 
h(6) = sup{f (27) : z € Uo(xo,6)}, 
则 当 z e Uo(zo,6) 时 , 有 L(5) < f(z) < h(6). 容易 看 出 , 作为 (0,， 60) 
上 的 函数 , 4(5) 关于 5 单调 递减 , 而 h(6) 关于 5 单调 递增 . 因此 它们 
的 广义 极限 都 存在 . 令 
£= lmt(d), hh= lmh(), 
则 分 别称 之 为 当 z 趋 于 zo 时 f(z) 的 下 极限 和 上 极限 , 记 为 


£= limf(z), h= i f(s). 
Z 一 Z0 Z 一 Z0 


函数 的 上 、 下 极限 与 序列 的 上 、 下 极限 具有 相似 的 性 质 , 请 读者 作 
为 练习 自己 补 出 . 特别 地 , 我 们 有 

定理 3.1.10 设 函 数 f(z) 在 Vo(zo,60) (bo > 0) 内 有 定义 , 则 
Jim f(z) 存在 的 充分 必要 条 件 是 吉 f(7z)= sim f(z). 
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3.2.1 ”函数 的 连续 与 间断 


所 谓 函数 在 某 点 的 连续 与 间断 , 是 对 该 点 函数 值 与 其 附近 点 的 函 
数值 的 变化 趋势 是 否 衔接 的 一 种 刻画 , 是 函数 的 一 种 局 部 属性 , 其 定义 
如 下 : 

定义 3.2.1 设 函 数 f(z) 在 U(zo,5o) (50 > 0) 内 有 定义 . 车 
有 dim f(z) = f(zo), 则 称 f(z) 在 点 zo 连续 , 并 称 zo 为 f(z) 的 
一 个 连续 点 ; 否则 称 f(z) 在 点 zo 间断 (或 不 连续 ), 并 称 zo 为 f(z) 的 
一 个 间断 点 (或 不 连续 点 ). 
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我 们 也 可 以 用 <-5 语言 来 表述 f(z) 在 点 zo 处 连续 : 若 Ve > 0， 
35 > 0, 当 zeU(zo,5) 时 , 有 |f(z) 一 f(zo)| < s, 则 称 f(z) 在 点 zo 连 
续 . 

设 函 数 f(z) 在 点 zo 处 连续 , 则 有 


Jam f(®) = f(z0) = f(Jim 2). 


因此 , 函数 在 一 点 处 连续 可 以 看 成 在 该 点 附近 求 函数 值 与 求 极限 的 顺 
序 可 以 互 换 . 

例 3.2.1 ”在 上 一 节 例 3.1.2 之 后 , 我 们 曾经 指出 , 对 任意 的 实 
数 zo 和 任意 的 正 整数 k, 有 lim z* = 2z6. 由 函数 极限 的 性 质 知 , 对 任 
意 的 多 项 式 函数 


P(z) = anzm 十 an-1zn 1 十 … 十 QZ 十 a0， 
有 lim P(z) = P(zo). 这 表明 , 多 项 式 函数 在 R 上 的 任意 点 处 都 连续 . 
例 3.2.2 ”在 上 一 节 我 们 已 经 证 明了 


lim sinz = sin zo, lim cosz = cosT0. 
工 一 70 z 一 Z0 


这 里 zo 是 任意 给 定 的 实数 . 这 表明 , 三 角 函 数 snz 和 cosz 在 及 上 
的 任意 点 处 都 连续 . 

为 了 能 够 对 闭 区 间 上 定义 的 函数 讨论 其 端点 处 的 连续 性 问题 , 我 
们 引入 : 

定义 3.2.2 ”车 函数 f(z) 在 U+(zo,60) 上 有 定义 , 且 f(zo+0) = 
f(zo), 则 称 f(z) 在 点 zo 右 连续 ; 车 f(z) 在 U-(zo,5o) 上 有 定义 , 且 
f(zo 一 0) = f(zo), 则 称 f(z) 在 点 zo 左 连续 . 

显然 , f(z) 在 点 zo 处 连续 的 充分 必要 条 件 是 它 在 该 点 左 、 右 连 
续 . 

定义 3.2.3 ” 设 函 数 f(z) 在 [a,9] 上 有 定义 . 若 对 ze (a,b), f(z) 
在 点 z 处 连续 , 则 称 f(z) 在 (a,5) 内 连续 , 此 时 记 为 f(z) es C(a,b; 
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车 f(z) e Cl(a,b), 而 且 在 左 端 点 a 右 连 续 、 在 右 端 点 5b 左 连续 , 则 
称 f(z) 在 [a,8] 上 连续 , 此 时 记 为 f(z) s Cla, 9]. 

注 1 设 f(z)eC(a,b), 车 slim f(z)= A 及 lim f(z)=B 存 
在 , 则 f(z) 可 连续 延 拓 到 fa, 路, 即 以 下 函数 


A T=0, 
f(z) = 4 f(z), z € (a,b) 
B, z=b 


是 [a,9] 上 的 连续 函数 . 

注 2 车 f(z)€ Cla,9], 则 f(z) 可 连续 延 拓 到 (一 00, +oo). 事实 

上 , 以 下 函数 就 是 f(z) 的 一 个 连续 延 拓 : 
区 { 绍 Z<o) 
f(z)= 4 f(z), agzrsgb, 
f(b), 2z>b. 
请 读者 自己 给 出 f(z) 的 连续 性 证 明 . 

如 果 f(z) 在 zo 处 是 间断 的 , 则 情况 比较 复杂 . 一 般 地 , 我 们 可 以 
将 间断 点 分 为 以 下 两 类 : 

(1) 车 f(zo + 0) 与 f(zo 一 0) 都 存在 , 则 称 zo 为 f(z) 的 第 一 类 
间断 点 . 此 时 , 若 f(zo +0) = f(zo 一 0) 关 flzo), 则 称 此 间断 点 为 可 去 
间断 点 ; 否则 称 其 为 跳跃 间断 点 . 

(2) 车 f(zo+0) 与 f(zo 一 0) 至 少 有 一 个 不 存在 时 , 则 称 zo 为 f(z) 
的 第 二 类 间断 点 . 

例 3.2.3 ”考查 函数 


1 
rsin—, ZT#0, 
Mo- 人 


在 z=0 处 的 连续 性 . 
解 由 [zsini| < |a| 知 , in f(z) =0 姑 (0). 因此 ,z 一 0 是 f(z) 
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的 可 去 间断 点 (参见 图 3.2.1). 


3.2.1 
例 3.2.4 ”考查 函数 /(z) = 二 [2] 在 = = 1 处 的 连续 性 . 


解 当 z > 1 时 ,有 0 < 二 < 1 于 是 , 此 时 f(x) = 从 


1 
了 
而 f(1+0) = 二 而 当 3<z<1 时 ,有 1< 上 上 <2 于 是 ,此 时 f(z) = 
二 -1 从 而 f(1 _ 0) = 0 = f(1). 因此 , f(z) 在 z = 1 处 左 连 续 , 右 不 


连续 , 从 而 z = 1 为 跳跃 间断 点 (参见 图 3.2.2). 


例 3.2.5 ”考查 函数 


e=, ZT#0, 
f(z) -{ 0 


0， T= 
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在 z=0 处 的 连续 性 . 
解 ” 由 于 
f(0+0)= +oo， 
f(0—0)=0= f(0), 
所 以 z =0 是 f(z) 的 第 二 类 间断 点 (参见 图 3.2.3). 


© 
Sy 


例 3.2.6 ”讨论 函数 


在 z=0 处 的 连续 性 . 
解 ” 在 上 一 节 我 们 已 经 证 明了 lim f(z) 与 slim f(z) 都 不 存在 . 
因此 , 此 时 z = 0 为 f(z) 的 第 二 类 间断 点 (参见 图 3.2.4). 


图 3.2.4 
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例 3.2.7 ”讨论 黎 曼 函数 R(z)( 参 考 例 1.2.4) 在 (0, 1) 内 的 连续 
性 . 

解 ” 任意 取 定 zo e (0,1), 我 们 来 考查 R(z) 在 zo 处 的 连续 性 . 
ve > 0, 取 定 正 整数 p, 使 得 1/p < s. 由 于 在 (0,1) 内 分 母 小 于 或 等 
于 p 的 分 数 仅 为 有 限 个 , 在 这 有 限 个 数 中 , 必 存 在 7 承 zo, 使 得 + 到 zo 
的 距离 是 在 所 有 和 zo 不 相等 的 这 些 数 中 与 zo 的 距离 达到 最 小 . 如 果 
我 们 令 5 = min{flzo 一 7|,zo,1 一 z0}, 则 对 Vz e Uo(zo,6), 有 


IR(z)—0| < 1/p<&, 


这 表明 Jim _R(z) = 0. 由 此 可 知 : 当 zo 为 有 理 数 时 , R(z) 在 zo 处 不 
连续 ， 是 可 丑 间 断 点 ; 当 zo 为 无 理 数 时 , R(z) 在 zo 处 连续 . 
例 3.2.8 ”考查 有 理 函数 


f(z) = D(z) anzn 十 an_l7n 1 十 .… 十 az 十 ao0 
dg(zZ) bmz™ 十 bn-1Zm-1 十 … 十 DZ 十 bo 


的 连续 性 以 及 z 一 co 时 的 极限 , 其 中 anbm 关 0, 而 且 p(z),q(z) 互 素 . 
解 设 zoe(-co,+eo). 当 g(zo) 冯 0 时 ,有 


p(z) _ p(xo) 
zsod(Z) ”qd(zo)， 


从 而 f(z) 在 zo 处 连续 ; 当 q(zo) = 0 时 , f(z) 在 zo 处 没有 定义 . 此 
外 , 由 于 p(z), g(x) 互 素 , 所 以 p(zo) 关 0, 从 而 


, pz) 
4, g(a) 


现 考虑 z 一 co 的 情况 . 此 时 , 我 们 有 


十 2a 十 … 十 瞄 
lim f(z) = lim Gm 和 三 ) - | 2 n=m, 
oo z 一 oo 


= 00. 


加 十 2 十 … 十 如 
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例 3.2.9” 设 函数 f(z) 在 (a,b) 上 单调 , 则 f(z) 在 (a,5b) 内 只 可 
能 有 第 一 类 间断 点 . 

证 明 ”不 妨 设 f(z) 在 (a,5) 上 单调 递减 . 对 VE es (a,b), 在 (a,é) 
中 , f(z) 单调 递减 且 有 下 界 1(6), 因此 -imof(z) 存在 ; 而 在 (&,b) 中 ， 
f(z) 单调 递减 且 有 上 界 f(&), 因此 。 lim f(z) 存在 . 这 样 , 若 f(z) 在 
点 上 处 不 连续 , 则 & 只 能 是 第 一 类 间断 点 . 

注 ”由 此 例 可 以 看 出 : 若 f(z) 在 (a,6) 单调 , 则 f(z) 在 每 一 个 
间断 点 的 取 值 具有 跳跃 性 .例如 , 假定 f(z) 在 (a,5b) 单调 递增 , 并 且 
假设 & € (ab) 为 f(z) 的 一 个 间断 点 , 则 必 有 f(& 一 0) < 7j( +0). 因 
此 f(z) 在 (ob 中 取 不 到 (f(é 一 0), f(& +0)) \ {f(&)} 中 的 值 . 换 句 话 
说 , f(z) 在 点 上 处 有 一 跳跃 . 作为 练习 , 请 读者 试 构造 一 个 单调 函数 ， 
使 其 具有 无 穷 多 个 间断 点 . 
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首先 , 由 函数 在 一 点 连续 的 定义 和 函数 极限 的 性 质 , 读者 不 难得 
到 : 

(1) 连续 函数 是 局 部 有 界 的 , 即 若 f(z) 在 点 zo 处 连续 , 则 必 存 
在 6 > 0, 使 得 f(z) 在 U(zo,5) 上 有 界 . 

(2) 连续 函数 具有 局 部 保 号 性 , 即 : 若 f(z) 在 点 zo 处 连续 , 而 
且 f(zo) > 0, 则 必 存 在 5 > 0, 使 得 f(z) > 0 对 一 切 z e U(zo,6) 成 
立 . 以 后 我 们 要 经 常用 到 的 结论 是 : 对 任意 的 0 < 4 < f(zo)( 如 4= 
f(zo)/2), 总 存在 bo > 0, 使 得 当 ze TU(zo, io) 时 , 有 f(z) > 4. 

(3) 连续 函数 经 四 则 运算 后 仍然 连续 , 即 : 车 f(z) 和 g(z) 在 点 ro 
处 连续 , 则 函数 f(z) 士 g(z), f(z)g(z) 和 8 (etzo) 关 0) 仍然 在 点 zo 
处 连续 . 

此 外 , 连续 函数 的 复合 函数 和 反 函 数 也 是 连续 的 . 

定理 3.2.1 (复合 函数 的 连续 性 ) ” 设 wu = 9(z) 在 点 zo 连续 ， 
y= f(w) 在 点 uo = 9g(zo) 连续 , 则 复合 函数 f(g(z)) 在 点 zo 连续 . 
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证 明 Ye > 0, 由 f(w) 在 点 uo 连续 知 , 3 > 0, 当 必 -ao 
<7 时 ,有 
|f(u) — fl(uo)| < <. 
对 n>0, 再 由 = 9g(z) 在 点 zo 连续 知 , 35 > 0, 当 |z 一 zol < 5 时 , 有 


lu — vol = |g(7z) — g(x0)| < 水 
从 而 当 lz - zol < 5 时 , 有 
|f(g(z)) — f(g(z0))| < e. 


因此 , f(g(z)) 在 点 zo 连续 . 

定理 3.2.2 ( 反 函 数 的 连续 性 ) ” 设 f(z) 是 区 间 I 上 严格 单调 的 
连续 函数 , 则 其 反 函 数 z = f-1(y) 在 f(1) 上 连续 . 

证 明 ”由 f(z) 的 严格 单调 性 , 知 -1(y) 存在 ， 现 不 妨 设 f(z) 
严格 递增 . 显然 , 当 f(z) 严格 递增 时 ，f-1(z) 必定 严格 递增 . 另外 ， 
由 f(z) 的 连续 性 , 我 们 可 以 推出 f(T) 必定 是 一 个 区 间 (在 下 节 中 ， 
我 们 将 证 明 任何 区 间 上 连续 函数 的 值 域 都 是 一 个 区 间 )， 事 实 上 , 倘 
车 f(7) 不 是 一 个 区 间 , 则 由 f(z) 的 连续 性 , 必 存 在 一 个 开 区 间 (oa 6) 
使 得 f(7)n (a,8) = 2 并且 a,Be f(D). 设 f(zo)=a. 由 f(z) 的 单 
调 性 有 

f(zo—0) < f(zo) < BE f(zo+0). 
这 与 f(z) 在 zo 的 连续 性 矛盾 . 

现任 取 yo es f( 了 ), 则 存在 zo e 7 使 得 zo = f(yo). 不 妨 假定 zo 
不 是 I 的 端点 , 否则 考查 左 、 右 连续 即 可 . 

ve > 0, 存在 zi, zz e 7, 使 得 YJ0~e<zi<zro<z<rote. 


记 和 = f(z1), ya = f(z2), 则 有 
1 = f(71) < f(z0) = yo < f(22) = yo. 


令 5= min{fyo--y,y2 一 yo} > 0, 则 当 ye (yo-6, yo+6) 时 ,有 如 <y< 
y2, 从 而 由 f(T) 是 一 个 区 间 推 知 , 3z e 了 使 得 y = f(z), 即 ye f(7). 
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于 是 
zo—e<zi=f (yn) <f (yy) <f (yy)=72 < rote 


即 
[f(y) — f(yo)|= f(y) -zol <e. 

这 就 证 明了 f-!(y) 在 点 yo 处 连续 . 注意 到 yo e f(7) 的 任意 性 , 即 
知 广 !(y) 在 f(T) 上 连续 . 

3.2.3 ”初等 函数 的 连续 性 

首先 我 们 来 证 明 , 对 a > 1, 指数 函数 f(z) = az 在 (-oo,+oo) 上 
连续 . 我 们 回忆 一 下 , 实际 上 , 在 中 学 数学 的 学 习 中 , 我 们 并 不 知道 当 z 
是 无 理 数 时 az 是 如 何 定 义 的 . 下 面 我 们 给 出 它 的 严格 定义 : 

对 任何 正 有 理 数 z = 4 (其 中 p, 9 是 互 素 的 正 整 数 ), 定义 oz = 


(Va) 对 于 任何 负 有 理 数 z, 定义 or = 二 =， 并 定义 a? = 1. 容易 证 
明 , Yr, seQ, 有 

(1) aras = arts; 

(2) 若 r < s, 则 ar < os. 
而 当 z 为 一 无 理 数 时 , 定义 


az = sup{a”: 7 为 小 于 z 的 有 理 数 }. 
这 样 , 对 一 切 z € (一 00, 十 00),a? 均 有 定义 . 


现在 我 们 来 证 明 az 在 (-co, +co) 上 严格 递增 . 设 zi < zx2, 则 存 
在 有 理 数 qi, gz, 使 得 


TI <q < 72, 
从 而 


a71 二 sup{a? : 9 为 小 于 zl 的 有 理 数 } < a 
< aq < sup{as : g 为 小 于 zz 的 有 理 数 } = a??. 
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再 来 证 明 az e C(-oo, +oo). Yzo e (一 00, +coj, Ve > 0, 先 取 正 整 
数 N, 使 得 a < (1 + s) 立 ; 再 取 正 整数 q, 使 得 g < Nzo < q+1; 然后 


es 4， Po 0 这 样 , 由 az 的 严格 递增 性 知 


aq 和 f(zo —0) < f(z0) < f(zo+0) < a®, 


A < f(zo +0) _ 
< F(zo -0) < 
由 e >0 的 任意 性 , 即 知 
f(zo+0)= f(zo—0)= f(z0) = a™. 
这 样 , 我 们 就 证 明了 ar € C(-co, +eo). 


加 2 
=ar"n 一 ap <1 十 E. 


| 
Go 

此 时 亦 有 az e C(-co, +o0); 至 于 a = 1 的 情形 , 我 们 规定 az = 1. 这 样 
一 来 , 对 va e (0,+eo),y = az 均 有 定义 , 而 且 y = ar € C(-00, +oo). 

由 反 函 数 的 连续 性 知 , 对 任意 的 > 0, 对 数 函 数 y = log。r € 
C(0,+oco); 再 由 复合 函数 连续 性 知 , 备 函 数 y = za = emz e C(0,+oo). 

上 一 节 我 们 已 经 证 明了 , 对 任意 的 实数 a, 有 lm cosz 二 cosa, 从 
而 cosz e C( 一 00, 十 00). 同 理 可 证 sinz e C(-co， +00). 再 利用 连续 函 
数 的 性 质 知 , 所 有 的 三 角 函 数 及 反 三 角 函 数 在 其 定义 域内 都 是 连续 的 . 

这 样 一 来 , 我 们 已 经 证 明了 所 有 的 基本 初等 函数 在 其 定义 域内 都 
是 连续 的 . 由 于 初等 函数 是 由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 和 复 
合 运算 所 得 , 利用 连续 函数 的 性 质 , 我 们 有 

定理 3.2.3 ”初等 函数 在 其 定义 域内 是 连续 的 . 

例 3.2.10 设 dim ul(7) =a>0, dim v(7) 二 6, 则 

im u(z)"®) 一 wb. 

证 明 ”定义 w(zo) = oa, v(zo) = 5 , 则 w(z), v(z) 在 点 zo 处 都 连 

续 , 从 而 


lim wu(2)*®) = lim ev) mvs) ~ ez(co)inv(zo) = u(zo)>(co) = ab. 
z—To 0 
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例 3.2.11 ” 求 极限 lim (T+ sin 3) 
解 由 


Qsin)” 可 (ranl) 


3) 


| 
1 sin— 
lim (1 十 sin =)™ Ee lm —Z=1, 
z 一 十 oo 2 ztoo 1 


z 
得 lim (1+sini1) =el=e. 
Z 一 十 co 要 
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上 一 节 中 , 我 们 讨论 了 函数 f(z) 在 其 连续 点 zo 邻近 的 局 部 性 质 . 
例如 , 车 一 个 函数 f(z) 在 点 zo 连续 且 满足 f(zo) < 7m, 则 我 们 能 断 


定 在 点 zo 邻近 有 f(z) < 四, 即 存在 5 > 0, 使 得 f(z) < 


7 对 一 切 


的 ze (zo 一 6, zo 十 6) 成 立 . 如 果 一 个 函数 f(z) e Cla, 9], 那么 f(z) 


在 整个 闭 区 间 上 能 具有 什么 样 的 整体 性 质 昵 ? 本 节 将 讨论 这 
题 


一 重要 问 


定理 3.3.1 (有 界 性 )” 设 函数 f(z)e Cla, 路 则 jz) 在 [o 中 上 


有 界 . 


证 明 ”倘若 f(z) 在 [a, 引 上 无 界 , 则 将 [a, 尹 等 分 成 两 个 闭 区 
间 , f(z) 必 在 其 中 一 个 子 区 间 上 无 界 , 取 定 这 样 的 一 个 区 间 并 将 其 设 


为 [aa， b1]. 同 理 ， 再 将 [ai， bi1] 二 等 分 ， f(z) 必 在 其 中 一 个 子 


区 间 上 无 


界 , 取 定 这 样 的 一 个 区 间 并 将 其 记 为 [oz，j2j、 如 此 进行 下 去 , 我 们 就 


得 到 一 个 闭 区 间 列 {[an, bnl}, 满足 : 
(1) [an, bn] C [anti1, bn+1l; 


(2) bnt1 — ant1 = 了 — an); 
(3) f(z) 在 每 个 [an, bn] 上 都 无 界 . 
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于 是 , 由 闭 区 间 套 定理 知 , 存在 唯一 的 & € 下 [an，b]， 再 由 f(z) E 
Clo 日 和 ee [a1, 5 c [a, 相知 ,存在 5 > 0, 使 得 f(z) 在 U(E,5)nlc 浊 
上 有 界 ; 而 条 件 (2) 又 蕴涵 着 , 当 n 充分 大 时 , 有 [au bn] c U(6,5), 从 
而 f(z) 在 [an, bn] 上 有 界 . 这 与 条 件 (3) 矛盾 . 

例 3.3.1 函数 y = 上 在 开 区 间 (0, 1) 上 连续 , 但 它 在 此 区 间 上 
无 界 . 

思考 题 ”车 不 假定 f(z) 在 [a, 中 上 连续 , 仅仅 假定 Yzo e [a, 中 
Jim f(z) 存在 (在 端点 处 单 侧 极限 存在 ), 能 否 推出 f(z) 在 [a, 名 上 
有 界 . 

设 fa) s Cle, 中 由 于 /ta) 在 [o, 中 上 有 界 , 故 .sypuff(a)} 
与 .if， {f(z)} 都 为 有 限 数 . 下 面 的 定理 告诉 我 们 它们 将 属于 /(z) 的 
值 址 


定理 3.3.2 (最 值 定理 ) ” 设 f(z)e Cla, 路 则 f(z) 在 [a, 中 上 
必 有 最 小 值 和 最 大 值 , 即 存在 £, Ce [a, 9], 使 得 f(&) < f(z) < f(0) 对 
一 切 的 z € [a, 成立. 

证 了 明 令 M= i je 则 由 上 确 界 的 定义 知 , 存在 一 个 序 


列 {zn} © [a,b), 使 得 人) 一 M (n 一 00)， 由 于 {zn} 是 有 界 序 
列 , 所 以 必 有 一 收敛 子 列 {zn.}. 设 im Zn. 一 人 则 Ce€ [a, 避 再 
由 f(z)e Cla, 引 知 


1(0 = lim f(zm)=M 
同 理 可 证 存在 6 e [a, 9], 使 得 
f(O) = m= ipt,{/ (0)} 
此 定理 表明 : 车 f(z) s Cla, 路 则 存在 £,C € [a,, 使 得 
f(€) = min {f(z)}, f(0) = max {f(z)}. 


xzEl[a,b)] zE[a,b] 
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例 3.3.2 设 flz) s Cla, 由 且 vYz efo 相 有 Flz) > 0. 证 明 存 
在 正 数 n, 使 得 f(z) > 7 对 一 切 的 zx & fa, 中 成 立 . 
证 明 ”由 f(z) s Cla, 引 ,根据 定理 3.3.2 知 , 3 e fa, 中 使 


7(0) = min {f(z)} > 0， 


zeE[ad)] 

从 而 取 7 = f(€) 即 可 . 

定理 3.3.3 ( 介 值 定理 ) ” 设 f(z)e Cla,4], 记 m= ao) 
M = ji 则 ja = [m, MJ, 即 对 Yn e (m, M), 3é € fo， 
使 得 /6) = 小， 

证 明 ”由 定理 3.3.2 知 , 3zl zz € fo, 中 使 得 f(z1) = m, f(z2) = 
M. 下 面 证 明 对 Yn € (m, M), 3& e [o, 相 使 得 f(€) = 7. 

不 妨 设 T1 < Z2， 并 定义 


已 = {fze [zza] : f(z) > 中. 


显然 有 zi 4 EE, za € EE. 现 令 已 的 下 确 界 为 上 , 则 有 j75) = 人 

事实 上 , 若 不 然 , 则 /(€) > mn， 由 连续 函数 的 局 部 保 号 性 知 ， 存 
在 的 一 个 邻 域 U(&,6), 使 得 f(z) > 7 对 一 切 的 ze U(&,5) 成 立 . 由 
于 上 > zl 所 以 [zl z2]n(€ 一 56, 旨 关 G, 现 取 避 efzi zan(E 一 0 6)， 
则 有 f(&') > n, 从 而 有 总 < 且 司 e 瑟 这 与 是 互 的 下 确 界 矛 盾 . 

例 3.3.3 设 flz) s Cla, 9], zj el[a,9,j=1,2,…,n. 证 明 3€ 
la, 中 使 得 f(6) = 工 》 f(z2). 

j=l 
证 明 记 
m= sn {f (7)}, M = 人) 


则 有 ， 
公私 LD fa) <M. 
j=1 
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于 是 , 由 介 值 定理 知 , 35 e [a, 中 使 得 
JJ = LD 7(oj 
j=1 


注 ”将 例 3.3.3 中 的 [a, 9] 换 成 开 区 间 (a, b), 其 结论 仍 真 . 

定理 3.3.4 (零点 存在 定理 ) ” 设 f(z) 在 区 间 7 上 连续 . 若 a,6 e 
I, a < 6B, 满足 f(a)f(8) < 0, 则 存在 es (a, 9), 使 得 f(&) = 0. 

证 阴 ”不 妨 设 f(a) < 0, f(8) > 0, 则 有 


m= a <0< A =M. 


在 闭 区 间 [a, 8] 上 应 用 介 值 定理 , 知 存在 £ e [a, 1A], 使 得 f(t) = 0. 
但 f(a) <0, 而 f(8) >0, 所 以 必 有 &e (a, B) 成 立 . 

注 ” 这 一 定理 表明 : 任何 使 连续 函数 f(z) 的 函数 值 异 号 的 两 点 
之 间 必 有 方程 f(z) = 0 的 一 个 根 . 我 们 常 可 以 用 它 来 证 明 非 线性 方 
程 之 解 的 存在 性 , 或 者 用 它 来 求 方程 的 近似 解 . 显然 , 定理 3.3.4 是 定 
理 3.3.3 的 直接 推论 . 但 由 于 零点 存在 定理 有 特别 的 重要 性 , 我 们 还 是 
将 它 叙述 成 一 个 单独 的 定理 . 

例 3.3.4 证 明 三 次 方程 az3 + br? +cz +d = 0 至 少 有 一 实 根 . 

证 明 ”无妨 设 a > 0. 由 于 


f(z) = az3 + br? +ez+d=aza(1+ 之 总 太 ) 
我 人 有 lim f(z) = -co 和 ,lim f(z) = +co. 因此 易 知 , 必 有 a < 0 
和 6>0, 使 f(a) <0,f(8) > 0. 在 闭 区 间 [a, 8] 上 应 用 定理 3.3.4 即 
知 在 (a, 8) 内 必 有 f(z) 的 一 个 零点 , 即 该 三 次 方程 至 少 有 一 个 实 根 . 

例 3.3.5 ”证 明 方程 z+ 十 2z 一 1=0 在 (0, 1) 中 必 有 一 根 , 并 求 
它 的 一 个 近似 解 . 

证 明 令 f(z)=z4+2z 一 1, 则 有 f(0)= -1<0,f(1)=2>0. 
于 是 , 在 (0, 1) 之 内 必 有 该 方程 的 一 个 根 . 取 [0, 1] 的 中 点 5, 计算 可 
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得 1(3) = 0.0625 > 0. 于 是 , 在 (0， 引 之 内 必 有 该 方程 的 一 个 根 . 再 


取 [0, 1] 的 中 点 于 计算 可 得 7 人 0) 二 -0.4961 < 0. 于 是 , 在 全 划 


121 61 ) 


之 内 必 有 该 方程 的 一 个 根 . 如 此 进行, 我 们 可 以 断定 , 在 【2335，1 
之 内 必 有 该 方程 的 一 个 根 , 因此 我 们 可 取 其 中 点 


243 
£ = 一 = 久 0.474| 
4 515 0.4746 


作为 该 方程 的 一 个 近似 解 , 其 误差 为 
lz 一 让 < 高 ~ 0.002. 


例 3.3.6 ” 设 函 数 f(z) e Cla, 中 且 f-!(z) 存在 . 证 明 f(z) 必 
在 [a, bj 上 严格 单调 . 
证 明 ”倘若 f(z) 在 [a, 9] 不 严格 单调 , 必 存 在 


a<r<7z2<Zr3gb, 


使 得 以 下 两 种 情形 之 一 发 生 : 
(1) f(z1) < f(z2) 且 f(z2) > f(za); 
(2) f(z1) > f(z2) 且 f(z2) < f(z3). 
不 妨 设 情形 (1) 发 生 , 并 且 取 7 满足 


max{ f(z1), f(73)} < 7 < flz2), 


则 由 介 值 定理 推 知 , 存在 &1 e (zl zz) 和 £2 € (zz2，z3s), 使 得 f(&1) = 
n= f(&2). 这 与 三 !(z) 存在 相 矛盾 . 

注 ”前 面 我 们 已 经 指出 ( 见 例 3.2.9 的 注 ): 若 单调 函数 f(z) 在 了 
内 不 连续 , 则 它 的 取 值 不 能 是 一 个 区 间 . 将 这 一 事实 与 连续 函数 的 介 
值 性 定理 相 结合 便 有 : 若 f(z) 在 区 间 T 上 单调 , 则 f(z) 在 1 上 连续 
的 充分 必要 条 件 是 f(D 是 一 个 区 间 . 
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以 下 我 们 来 讨论 函数 的 一 致 连续 性 问题 . 为 此 先 来 考查 函数 f(z) = 
2 e (0,1)， 我 们 知道 f(z) 在 (0,1) 是 连续 的 ， 换 名 话说 ,对 每 
个 zo e (0,1), 对 任意 给 定 的 = > 0, 都 存在 5 > 0, 使 得 当 lz - zol < 6 
时 ,有 | 上 一 二 | < 。. 这 里 有 个 值得 注意 的 现象 是 , 对 于 同一 个 <, 当 ma 
与 0 越 近 时 , 相应 得 到 的 5 也 就 越 小 . 换 句 话说 , 我 们 不 可 能 找到 一 个 
仅 依赖 而 不 依赖 zo 的 5, 使 得 对 所 有 的 zo e (0,1), 有 | 一 二 | << 
基于 这 一 现象 , 我 们 引入 如 下 的 概念 : 

定义 3.3.1 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 工 上 有 定义 . 若 ve > 0,36 > 0， 
当 zuza eI 了 且 |z1 一 z2| <6 时 ,有 |f(z1) 一 f(z2)| < 6, 则 称 f(z) 在 I 
上 一 致 连续 . 

显然 , f(z) 在 上 一 致 连续 , 它 必 在 1 上 连续 . 

例 3.3.7 ”证 明 函 数 y = sin zx 在 (-co,+co) 上 一 致 连续 . 

证 明 ”由 于 对 任意 的 zi, zz e (-co,+co) 有 


| ;Tl 


一 2 
|sin zl 一 sin zz| = 中 cos 二 | & |z1 -2z?|， 


所 以 ve > 0, 取 656=e, 当 zi,7z2 € (-00,+00) 且 lzl 一 z2| < 6 时， 
有 |sinzl 一 sin zz| < <. 这 就 证 明了 y = sinz 在 (—00, +00) 上 一 致 连 
续 . 

对 于 判别 一 个 函数 是 否 一 致 连续 , 下 面 的 定理 有 时 是 非常 方便 的 . 

定理 3.3.5 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 I 上 有 定义 , 则 f(z) 在 工 一 致 
连续 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 的 两 个 序列 {zx} Cc 7, {z4} CT 若 它 
们 满足 lim (zh - 区) = 0 必 有 lim [je 一 f(z 一 0. 

此 定理 的 证 明 留 给 读者 自己 完成 . 

例 3.3.8 证 明 函 数 f(z) = 2 在 (0,+co) 上 不 一 臻 连续, 但 对 任 


意 的 zo > 0, 它 在 [zo, +cco) 上 一 致 连续 . 
证 明 ”由 定理 3.3.5 我 们 注意 到 ,“f(z) 在 1 上 不 一 致 连续 ”与 
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以 下 断言 等 价 : 存在 so > 0 及 序列 {z}, {x2} C 了 满足 2 一 2 一 
0 (n= 00) 及 |7(zh) -zh)| > co. 


对 f(z) = > 而 言 , 我 们 取 so = lz = 2 24: 三 zi = 
1,2,…), 则 有 
Ti—I—=0 (一 co)， 
且 
+‘ 1 
区- 


此 即 证 明了 2 在 (0, +co) 上 不 一 致 连续 . 
对 任意 给 定 的 zo > 0, 由 于 对 zi, z? € [zo,+eo), 有 


| 1 -二 | = lz1 — 72| _ za 一 zz| 
Z1 ZX2 


< 
ZT1T2 2Z0 


所 以 ve > 0, 取 6 = z3e > 0 则 当 zi,za € [zo0,+00) 且 |z1 一 7z2| <6 
时 , 就 有 


此 时 的 5 只 依赖 于 <, 所 以 f(z) 在 [zo,+co) 上 一 致 连续 . 
定理 3.3.6 ( 康 托 尔 定理 ) ” 设 函 数 f(z) e Cla, 中 则 f(z) 在 闭 
区 间 [a, 上 一 致 连续 . 


证 明 ”定义 
f(a), Zz€(-o00,a), 
F(z)= 9 f(z), z € [a, 路， 
f(b), Zz € (b, +oo)， 


则 F(z) e C(-co, +00). Ve > 0 和 ze [fo 由 下 (z) 在 点 z 处 的 连续 
性 知 , 36s > 0, 当 2z/,z”E U(x,26s) 时 , 有 


IF(z") — F(z")| < e. 
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显然 , 开 区 间 簇 {U(z,5。) : ze [a, 中 是 闭 区 间 [a, 4] 的 一 个 开 柳 盖 . 
由 有 限 履 盖 定 理 知 , 必 有 有 限 多 个 这 样 的 开 区 间 


U(z1,65), U(z2,6z2), + UVU(zm,ézm), 


它们 也 完全 覆盖 了 [a, 9]. 令 6 = min{6z; : j=1,2,…,m}, 则 65> 0， 
而 且 当 zz e [a, 中 且 lz' -zx <6 时 , 必 存 在 某 一 U(xj, 6z;), 使 
得 zeEU(z;,6z,), 即 ]z' 一 zj| < 6z;, 从 而 | 一 zl < 2” 一 z1+|z'~-z;| < 
6+ 6 < 26z,, 于 是 有 2',z”E U(z;,26z;). 这 样 , 由 5 的 定义 , 有 


f(z) — f(z")|=|F(2) ~ F(z")| <e. 


注意 到 5 只 与 es 有关 而 与 z',zx” 无 关 , 这 就 证 明了 f(z) 在 [a, 中 上 一 
例 3.3.9 ” 设 函 数 f(z) 在 (a, b) 上 连续 . 证 明 : f(z) 在 (a, 5b) 上 
一 致 连续 的 充分 必要 条 件 是 lim f(z) 与 lim f(z) 都 存在 . 
证 明 ”必要 性 若 f(z) 在 (a, b) 上 一 致 连续 , 由 一 致 连续 的 定 
义 及 函数 极限 的 柯 西 收敛 准则 知 ， lim f(z) 与 lim of(z) 都 存在 . 
充分 性 令 


f(0) = lim fl), 0) = lip f(2), 


并 且 定 义 

f(a), z=a, 

f(z) = 4 f(z), ze (a, b), 

f(b), = 由 
则 fe Cla, 中 . 于 是 由 定理 3.3.6 知 , 它 在 [a, 中 上 一 致 连续 , 从 而 f(z) 
在 (a, b) 上 一 致 连续 . 

注 “从 以 上 例子 可 知 , 要 考查 一 个 连续 函数 在 有 穷 区 间 上 是 否 一 

致 连续 , 只 需 考查 它 在 端点 的 单 侧 极限 是 否 存在 即 可 . 从 这 个 意义 上 
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来 讲 , 连续 函数 在 有 穷 区 间 的 一 致 连续 性 问题 已 经 圆满 解决 . 特别 地 ， 
车 f(z) 在 有 穷 区 间 1 上 无 界 , 则 它 在 了 上 必定 不 一 致 连续 . 

当 函 数 f(z),g(z) 在 区 间 7 上 一 致 连续 时 , 显然 f(z) 土 g(z) 在 区 
间 了 上 也 一 臻 连续. 

思考 题 ” 设 f(z), g(x) 在 区 间 I 上 一 致 连续 , 是 否 f(z)g(z) 也 
在 T 上 一 致 连续 ? 

例 3.3.10 证明 f(z) = Vz 在 [0, +co) 上 一 致 连续 . 

证 了 明 ”显然 f(z) 在 [0, +o0) 连续 . 下 面 我 们 证 明 f(z) = Vz 在 
[0, +co) 一 致 连续 . 

事实 上 , 任 取 = > 0, 取 5 = e, 则 当 z',z es [1, +oo) 且 lz 一 2 < 
01 时 ,有 

f(z") — f(z")| = 1Vz — Ve"| 

中 


Z' 一 2 
| <|z—2|<e. 


VE+ Vv 


其 次 , 由 康 托 尔 定 理 ,f(z) 在 [0,2] 上 连续 , 从 而 一 致 连续 . 因此 对 上 
述 s > 0, 36> > 0, 使 得 当 z',z”e [0,2] 且 |z' 一 xz” < 62 时 ,有 


f(z") — f(z")| < e. 


因此 取 5 = min {561,02, 3}, 对 任意 的 z',z”€ [0, +o0), 当 |z'-z”|<56 
时 , 必 有 zx',z” 同时 落 在 [0,2] 或 [1, +co) 上 . 因此 , 由 上 所 证 , 有 


If(z) — f(z2")| < e. 
这 就 证 明了 f(z) = Vz 在 [0, +co) 上 一 致 连续 . 
§3.4 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 阶 


首先 , 我 们 以 z 一 zo 为 规范 , 给 出 与 无 穷 小 量 和 无 穷 大 量 有 关 的 
一 些 定义 和 记号 . 
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定义 3.4.1 ” 设 函 数 f(z) 在 Uo(zo,60) (io > 0) 上 有 定义 . 若 
Jim f(z) = 0, 则 称 f(z) 为 z 一 zo 时 的 一 个 无 穷 小 量 ; 若 Jim。 f(z) 
= co, 则 称 f(z) 为 z 一 zo 时 的 一 个 无 穷 大 量 

无 穷 小 量 有 特殊 的 意义 , 在 数学 分 析 产 生 与 发 展 的 历史 上 , 它 起 过 
特别 重要 的 作用 . 这 是 因为 无 穷 小 量 不 仅 是 一 种 特殊 的 有 极限 的 变量 ， 
而 且 由 于 : z 一 zo 时 f(z) 以 4 为 极限 的 充分 必要 条 件 是 f(z) - 4 
为 z 一 zo 时 的 一 个 无 穷 小 量 , 从 而 无 穷 小 量 可 以 表征 一 般 有 极限 的 
变量 . 

关于 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 之 间 有 如 下 的 关系 : 


定理 3.4.1 ” 设 函 数 f(z) 在 Uo(zo,60) (6o > 0) 上 有 定义 且 恒 不 


为 零 , 则 f(z) 为 z 一 zo 时 的 一 个 无 穷 小 量 的 充分 必要 条 件 是 下- 


7 加 
为 zzo 时 的 一 个 无 穷 大 量 . 
证 明 咯 . 
在 前 面 我 们 已 经 知道 2} 和 售 } 都 是 无 穷 小 量 , 而 且 后 者 趋 


于 零 的 速度 比 前 者 要 “ 快 ". 如 何 来 刻画 它们 趋 于 零 的 速度 是 一 个 值得 
研究 的 问题 . 为 了 便于 比较 无 穷 小 量 (无 穷 大 量 ), 我 们 引入 : 

定义 3.4.2” 设 f(z) 和 g(z) 都 是 当 z 一 zo 时 的 无 穷 小 量 (无 穷 
大 量 ), 且 g(z) #0, ze Uo(zo, 60) (60 > 0). 


CD 着 Jam 和 = 0, 则 称 f(z) 是 比 g(z) 更 高 阶 的 无 穷 小 量 (更 


低 阶 的 无 穷 大 量 ), 记 为 f(z) = o(g(z)) (z 一 zo), 并 读 做 f(z) 等 于 小 
欧 g(z); 


O) 着 Jo, 了 人 -1 0 则 称 f(z) 与 ga) 是 同 阶 无 穷 小 量 ( 同 阶 


无 穷 大 量 ); 
(8) 着 Jim 了 = 1 则 称 fla) 与 ql) 是 等 价 无 穷 小 量 (等 价 天 


穷 大 量 ), 记 为 f(z) ~ g(z) (z 一 ro); 
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(4) 车 存在 M > 0 和 6 > 0, 使 得 Vz € Uo(zo,6), 有 |f(z)| < 
alg(z)| 成 立 ,， 则 记 为 f(z) = O(g(z)) (zx 一 xzo)( 读 做 f(z) 等 于 大 
欧 g(z)). 

有 的 时 候 我 们 可 以 在 上 述 定义 中 不 假定 g(z) 是 一 个 无 穷 小 (大 ) 
量 . 如 令 g(z) = 1, 此 时 我 们 有 以 下 记号 

f(z) = 0(1) (z 一 zo)， 
由 (4) 我 们 知道 此 记号 表示 f(z) 在 zo 的 某 个 去 心 邻 域 上 有 界 ; 而 记 
号 

f(z) =0(1) (z 一 zo) 
表示 lim f(z) = 0, 即 f(z) 为 z 一 zo 时 的 无 穷 小 量 . 

在 前 面 所 给 出 的 定义 和 记号 中 将 “zo” 换 成 “zo + 0”， 
“zo - 0”,“-co”, “+oo” 或 “co”, 就 得 到 相应 的 极限 过 程 的 定 
义 和 记 号 . 当然 , 此 时 对 凡 涉 及 “zo 的 邻 域 ” cp 
特别 地 , 我 们 可 以 对 序列 引进 上 述 记号 , 如 二 = “=0(2) (ey 


例 3.4.1 函数 y= z"sin > = O(z")(z 一 0). 


在 学 习 无 穷 小 量 的 比较 时 我 们 要 注意 以 下 的 一 个 重要 问题 , 即 有 
时 候 不 能 简单 地 在 两 个 无 穷 小 量 之 间 加 上 等 号 . 例如 : 从 z? = o(z)(z 一 
0) 我 们 可 以 推出 z = O(z) (z 一 0). 但 我 们 不 能 简单 地 推出 以 下 的 等 
式 : o(z) = O(z) (z 一 0). 读者 很 容易 举 出 这 种 等 式 不 成 立 的 例子 . 
例 3.4.2 设 flz) = (z 一 zo)”,g(z)=(z-zo)j", 则 有 
0， m>n, 
二, 人 @- | 1， m=n, 
00, mm<n. 


这 说 明 : 对 于 极限 过 程 > 一 zo, 正 整数 越 大 时 , 无 穷 小 量 (z zo)* 
的 阶 就 越 高 . 
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例 3.4.3 设 f(z) 一声 Sj so) = ey 则 有 
0, mz<n, 
f(z) _ 
go) | "7” 


co， m>n. 


这 说 明 ; 对 于 极限 过 程 > 一 zo, 正 整数 越 大 时 , 无 穷 大 量 二 一 -x 
的 阶 就 越 高 
例 3.4.4 设 f(z)= zr(p>0),g(z)=ar(a>1), 证 明 


p 
im 4) jm =0. 
z 一 +co g(Z) z++o0 QZ 


证 明 ” 先 考虑 4 = 大 为 正 整数 的 情形 . 令 a = 1+b(b > 0), 则 对 
任意 的 正 整数 n, 有 


ar=(1+b)"=1+nb+ De 二 如 > = De 
从 而 有 
1 
an ~ (no—1)b2” 
所 以 
lim T=0. 
人 一 co Q 
由 此 立即 可 得 
本 n n 
J ( 坟 ;) = 
这 样 , 由 于 
0< = < ee 
CC QQ 
所 以 我 们 有 
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对 于 一 般 的 yj. > 0, 我 们 取 一 个 正 整数 大 > 凡 便 有 


ZU zt 
< 二 所 三 (z > 1), 
从 而 有 
lm 于 =0 
sa 


本 例 说 明 : 对 于 极限 过 程 z 一 +oo, 指数 函数 a*(a > 1) 是 比 任 何 
军 函 数 zx 都 高 阶 的 无 穷 大 量 . 
例 3.4.5 设 flz)=logsz(a> 1,g(z)=z(> 0), 证 明 
二 i E30 
z 一 +oo g(T) z+—+o%0 ZH 
证 明 ” 令 y= logsz, 则 z= ay. 由 此 当 z 一 +oo 时 , y 一 +oo， 
有 


log。z 
i 

本 例 说 明 : 对 于 极限 过 程 一 +oo, 对 数 函数 log。 r(a > 1) 是 比 
任何 寡 函 数 z+ 都 低 阶 的 无 穷 大 量 . 

当 z 一 0 时 , 我 们 有 以 下 重要 的 例子 . 这 些 例子 在 今后 的 学 习 中 
会 经 常用 到 , 读者 应 该 熟练 掌握 它们 . 

例 3.4.6 ”证 明 : 当 z 一 0 时 ,下列 关系 式 成 立 : 


(1) sinz ~ zi; sinz = £ + o(7). 
(2)1—cosz~ jo"; cosz 一 1 一 3 十 ofz2). 
(3) tanz ~ zi tanz = 7+o(z). 

(4) arcsinz ~ zi; arcsinz = 7£ + o(7). 

(5) In(1 + 7) ~ zi; In(1 +7) = z+o(7z). 
(6)er—1l~z; ez 一 1 十 Z 十 o(Z). 

(7) (1 + 2)*—1~ pz; (1+z) 一 1 十 AMz 十 ofz). 


sinz 


证 明 (1) lim 2 =1. 
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人 2sin2 3 sin 了 
(2) lim = lim 一 = lim F 有 
0 2 2 . 


2° by 


tanz . sinz 1 
(3) lm — = lim 一 
rz z=0 Z Cosz 


ee 则 z=sint, 且 当 z 一 0 时 ,+ 一 0. 于 是 ,有 


二 lim 一 一 学 二 
z 一 0 区 t 一 0 sint 
(5) im 二 = lim In(1 + 2)# = ne=1. 
(6) 令 如 -1= 二 则 z=ln(1l+bt, 且 当 z 一 0 时 ,t+ 一 0. 因 此 
a 有 t 
霹 r nt 
(1L+zj# 一 1 ), /emts) 一 1NV7rn(l+z)N 
(i Ar | Aln(1 十 z) )( I ) =1 


设 f(z) 与 g(z) 是 当 = _，zo 时 的 等 价 无 穷 小 量 , 则 人 a -三 


o(1)(z 一 zo). 由 此 推出 f(z) = g(z) + o(g(z))(z 一 zo), 从 而 上 述 各 结 
论 的 相应 等 式 成 立 . 

下 面 的 定理 说 明 , 在 求 乘积 或 者 商 的 极限 时 , 可 以 将 任何 一 个 无 穷 
小 (大 ) 的 因 式 用 它 的 等 价 因 式 来 替换 . 

定理 3.4.2 ” 若 无 穷 小 (大 ) 量 hz) ~ L(z) (z 一 zo), 则 有 


(GD Jim h(a)/(z) = lim Lz)f(2); 
加 有 AOE) -im LD), 


2 
ye) fl) 
3) JoG 一 Tool 
这 里 , 我们 假定 所 有 的 函数 都 在 点 zo 的 某 个 去 心 邻 域 上 有 定义 ， 
作为 分 母 的 函数 在 这 个 去 心 领 域 上 不 为 0, 并 且 假定 各 式 右 端的 极限 


存在 . 
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证 明 ”我 们 这 里 只 给 出 结论 (1) 的 证 明 , 其 余 的 请 读者 自己 补 出 . 
事实 上 , 我 们 有 


lim h(z)f(z) = Jim 和 ay = Jlim £(z)f(z). 


例 3.4.7 求 当 zx 一 0 时 无 穷 小 量 Incos2z 的 形 如 ax? 的 等 价 
无 穷 小 量 . 
解 ” 由 于 


lncos2z = In(1 — 2sin2z) ~ 一 2sin2z ~ 一 2z2， 
所 以 
lncos2z ~ 一 272. 


注 ”如 果 不 是 乘积 和 商 的 极限 , 则 一 般 不 能 用 等 价 无 穷 小 (大 ) 量 

来 代替 . 例如 : 
1i tanz— sinz Ee 1 
2 2Z3 


1. 证 明 函 数 极限 的 定义 与 下 述 的 (1) 或 (2) 均等 价 : 

(1) 对 任意 给 定 的 正 整数 w 存在 正 数 5, 使 当 0 < |z zol < 5 时 

1 

(2) -Al < 

(2) 对 任意 给 定 的 正 数 <, 存在 正 整数 no, 使 当 0 < |z - zol < 加 
时 , |f(z) - 4| < e. 

2. 用 极限 的 定义 证 明 下 列 极限 : 

(D lmlzl=lo; (2) limz? =27; (3) lmVz=2. 


3. 叙述 下 列 极限 的 定义 : 
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(1) f(zo —0)= 4; (2) lim f(z) =— 
(3) lim f(z)=4 (4) lim f(z) =— 


4 用 肯定 的 语气 叙述 : 
(1) , Jip f(z) 关 +eo (2) .lim of(z) 不 存在 有 限 极限 . 


5. 设 lim f(z) = 4, 用 极限 的 定义 证 明 ; 
O ml=HM (2) lim Vz) = 


6. 求 下 列 极限 : 
Z2 一 5 十 2 。 2 一 3z+5. 
(rr (2) J 33 7 6; 
Vi+i—2 
(3) lim i (4) lim 一 5 
©) lp VPI) (0) lp 
, VI+Vz 
tr 人 , 聊 ,(Wz+Vetve-) 
7. 求 下 列 极限 : 
1 四 ?一 
( -Bo (aj: (2) a 072— 了 
8. 求 下 列 极限 : 
i 10rz . ， sin2z 
(DH Ee sin5z (2) < 
,2sinz — sin2z . 一 cos27 
(3) 二 7Z3 (4) lim} zsinz ， 
(5) | (6) jd- tan 
(7) lim sm (mum 为 整数 ); (8) lim ne 
zr 2 到 


(9) i ee, 为 奇数 ); (10) ,lim sin(r Vn2 + D). 
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hn 


9. 求 下 列 极限 : 
GD mn (EF); (0) lm (1 2); 
br 


(Jim Co (a #0); 


外耳 一 二 

(5) dim (sin 7)" ®; (6) Jim (sm 十 cos 2). 

10. 设 函 数 f(z) 在 集合 上 DD 定义 . 证 明 f(z) 在 D 上 无 界 的 充分 
必要 条 件 是 , 存在 {zn} c D, 使 得 lim f(zn) = 

11. 设 函 数 f(z) 在 (a, +ce) 上 单调 上 升 ， lim zn = 十 oo， 证 明 : 
车 lim f(zn)=4, 则 lim f(z)= 

12. 设 函 数 f(z) 在 (a, +co) 上 严格 单调 下 降 , 证 明 : 若 ,Jim f(zn) = 
1) len = +o0. 

13. 设 函 数 f(z) 是 (-co, +co) 上 定义 的 周期 函数 , 而 且 slim f(r) = 
0, 证 明 f(z) = 0. 

14. 设 函 数 f(z) 定义 在 (0,+co) 上 , 且 满 足 : f(z) = f(2z), Vz e 
(0, 十 00), 以 及 lim f(z) =/. 证 明 f(z) =1. 

15. 设 lm 存在 , 又 有 常数 a 了 关 1 使 lm/ 一/ =0. 


证 明 lm 和 -0. 

16. 证 明 ， limf(z) 与 lm f(z*) 有 一 个 存在 时 , 另 一 个 也 存在 , 而 
且 两 者 相等 ; 问 是 否 lim f(z) 与 lim f(z?) 一 定 同时 存在 ? 

17. 指出 下 列 函 数 的 间断 点 , 并 说 明 属于 哪 一 种 类 型 的 间断 点 : 


ER z#~—1 

二 1 = (1+7)2’ 

(1) f(z) =sen(sinz+ 3); (2) f(z) {§ 十 可 一 吕 
lzls1 2 1 z#0, 


2 cos” 一 
a 4 = EE 
®) fo 位。 十 1，|lz| > 1 人 | 1, z=0. 


130 ”第 三 章 ”函数 的 极限 与 连续 性 


18. 给 出 下 列 函 数 在 > = 0 的 函数 值 , 使 其 在 该 点 连续 : 
YIi+z—l1 


(1 FE)= ns (2) f(z) = sinzsin 1. 


19. 适当 选取 a, 使 函数 f(z) = 位 < 0 在 (oo +oo) 


a+z, Tz>0 

上 连续 . 

20， 设 函数 f(z) 在 z = zo 处 连续 , g(z) 在 z = zo 处 不 连续 ， 
问 f(z) +g(z) 和 f(z)g(z) 是 否 在 zx = zo 处 一 定 不 连续 ? 

21. 举 出 一 个 在 (-coe, +co) 上 处 处 都 不 连续 , 但 取 绝 对 值 后 却 处 
处 连续 的 函数 的 例子 . 

22， 设 序列 {zn} 是 一 列 两 两 不 同 的 实数 ， 试 构造 一 个 定义 在 
(-co,+oo) 上 的 函数 f(z), 使 得 它 的 间断 点 集 为 {x}. 

23. 研究 下 列 函数 的 连续 性 , 并 指出 间断 点 的 类 型 

(1) f(7) = sgnz; (2) g(z) = x — {2]; 

(3) f(g(2)); (4) g(f(2)); 

24. 设 函 数 f(z),g(z) e Cla,9], 证 明 : 

(1) If(z)| € Cla, bl; 

(2) max{f (7), g(z)} € Cla, bl; 

(3) min{ f(z), g(z)} € Cla, 0]. 

25， 设 函数 f(z) 在 [0,+co) 上 连续 , 且 0 < f(z) < z (z > 0). 
取 al > 0, 并 定义 on+l = f(an)(n = 1,2,…), 证 明 : 

(1) ,lim an 存在 ; 

(2) 设 lim an = 则 f(D) = 

(3) 如 果 将 条 件 改 为 0 < f(z) <z (z> 0), 则 != 0. 

26. 设 ou … ,oz 为 正 数 (p>2) 求 极限 lig (全 人 一 二 

27. 证 明 : 

(1) 三 次 方程 zz +z+1= 0 必 有 一 实 根 ; 
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(2) 方程 tanz - z = 0 有 无 穷 多 个 实 根 . 

28. 设 函 数 f(z) 在 区 间 7 连续 , 且 z1,z2,… ,zn 是 TT 上 任意 nn 
个 点 . 证明: 车 对 Yr e I, 有 f(z) > 0, 则 存在 & € 7, 使 f(&) = 

29. 设 函 数 f(z) 在 (a,b) 上 连续 , 而 且 存在 {zn}, {yn} C (ao 只, 满 
人 

im n f(yn) = =B>A= Jim n f(zn). 

证 明 : 对 任意 的 7 满 吓 4 < ) < B， 必 存 在 {2,} c (a,b) ,满足 im 0 zn = 
六 使 得 lim f(zn) = 

30. 设 函 数 f(z) e Ca 中 且 f([a,]) c fo, 避 ,证明 : 存在 ce [o, 吕 ， 
使 得 f(c) = e 即 f(z) 在 [a,9] 上 有 不 动 点 . 

31. 设 函 数 f(z) e Cla,4], 证 明 : 车 |f(z)| 在 [a,6] .上 单调 , 则 f(x) 
在 [o, 外 上 也 单调 . 

32. 设 函 数 f(z) s Cla,], 而 且 当 zl 关 z2 时 有 f(z1) 关 f(z2). 证 
明 : f(z) 在 [如 上 严格 单调 上 升 或 严格 单调 下 降 . 

33. 设 函 数 f(z) 在 (-co,+co) 上 有 定义 , 且 对 任意 的 实数 z,y 有 


|f(z) -FE klz — yl, 


这 里 是 一 常数 且 满 足 0<k <1. 证 明 : 

(1) kz 一 f(z) 是 单调 上 升 的 ; 

(2) 存在 一 实数 c, 使 f(c) = c. 

34. 设 函 数 f(z) 是 (-co,+cc) 上 的 连续 函数 , 且 lim f(z) = 
+oo. 证 明 f(z) 在 (-co,+cc) 上 取 到 它 的 最 小 值 . 

35. 设 函 数 f(z) e Cl0,1], 且 f(z) > 0, 令 


M(x) = ma f(t), ze [0,1l. 


证 明 ; 函数 Q(z) = lim [去 2) |]” 在 [0, 1] 上 连续 的 充分 必要 条 件 
ol M(z) 
是 f(z) 在 [0,1] 上 是 单调 上 升 的 
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36. 设 函 数 flz) e Cl[a,], 并 且 对 任意 的 ze [a,9], 必 存 在 ye [a,b] 
使 得 |f(w)| < /zj 证 明 : 必 存在 5 < las, 使 得 76) = 0 

37. 证 明 : 

(1) cos VT 在 [0,+co) 上 一 致 连续 ; 

(2) cosz? 在 [0, 十 oo) 上 不 一 致 连续 . 

38. 证 明 sin .在 (0,1) 内 不 一 致 连续 , 而 在 [1,+o0) 上 一 至 连续 

39. 设 f(z) 是 定义 在 (-co,+co) 上 的 连续 周期 函数 , 证 明 f(z) 
在 (-oo,+co) 上 一 致 连续 . 

40. 设 函 数 f(z) 在 fo, +co) 上 连续 , 且 lim f(z) 存在 . 证 明 f(z) 
在 [a, 十 oo) 上 一 致 连续 . 

41. 设 函 数 f(z) 在 [a,+ce) 上 一 致 连续 , 9(z) 在 [a, +co) 上 连续 ， 
且 有 lim (f(z) -9g(z)) = 0. 证 明 g(z) 在 [a,+o0) 上 也 是 一 致 连续 
的 . 


42. 设 函数 f(z) 和 9(z) 在 [0,+co) 上 一 致 连续 , 且 g(x) 在 [0,+oo) 
上 有 界 . 问 : 是 否 f(z)g(z) 在 [0,+ce) 上 也 是 一 致 连续 的 ? 
43. 求 下 列 无 穷 小 量 的 形 如 az 的 等 价 无 穷 小 量 : 


(1) In(1 - 2z2?) (z 一 0); (2) er +z -1(z 一 0); 
(3) VI+z—1(z—0); (4) Yrz+ Vrt+vi(r—0+0). 


44. 求 下 列 无 穷 大 量 的 形 如 az* 的 等 价 无 穷 大 量 : 
(1) 2z3—5z+10% (一 co (2) /z+ Vrt+Vi(s— +00); 


10 
一 一 一 一 一 和 arctanZ 
(z= 0); (0 SP (z= 0). 


45. 设 z 一 a 时 , 户 (z) 与 户 (z) 是 等 价 无 穷 小 量 ,而 gi(z) 与 gz(z) 
是 等 价 无 穷 大 量 , 而 且 Jim 户 (z)gz(z) 存在 . 证 明 : 


lim fi(#)gr (2) = lim fo(z)92(2). 
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46. 求 下 列 极限 : 
zln(1+37) . 
4) z 一 0+0(] 一 cos2VZ)2” 


ln cos ar (6 #0); 


(3) 地 lncosbz 


(2) lim z?(Vz4 一 2 一 z3); 


27 -3 
(9 由 于 二 全 


第 四 章 ”导数 与 微分 


人 们 所 说 的 “ 微 积分 ”实际 上 包括 “微分 学 ”和 “积分 学 ”两 部 分 . 
这 一 章 我 们 就 来 讲述 一 元 函数 的 微分 学 . 


8341 导 数 


4.1.1 导数 概念 的 引入 


导数 是 微分 学 的 核心 , 历史 上 这 一 概念 是 由 对 如 下 两 个 问题 的 研 
究 而 产生 的 : 

(1) 求 变速 直线 运动 的 瞬时 速度 ; 

(2) 求 曲线 上 一 点 处 的 切线 . 

这 两 个 问题 的 解决 最 终 都 归结 为 求 一 个 函数 的 变化 率 的 问题 , 牛 
顿 (Newton) 从 第 一 个 问题 出 发 , 莱 布 尼 茨 (Leibniz) 从 第 二 个 问题 出 
发 , 分别 给 出 了 导数 的 概念 . 

1. 求 变速 直线 运动 的 肯 时 速度 

通常 人 们 所 说 的 物体 的 运动 速度 , 一 般 是 指 物体 在 某 段 时 间 内 的 
平均 速度 . 事实 上 , 任何 物体 的 运动 都 很 难保 持 匀 速 状 态 , 其 速度 每 时 
每 刻 都 在 变化 着 . 像 火箭 升 空 , 火车 行驶 , 都 是 从 静止 慢 惕 加 速 而 达到 
某 种 速度 的 . 此 外 , 即使 以 一 定 速度 运动 的 物体 , 也 会 根据 运动 过 程 中 
过 到 的 各 种 情况 , 随时 调整 它 的 运行 速度 . 因此 , 一 般 来 说 平均 速度 只 
是 对 运动 物体 快慢 程度 的 粗略 描述 , 并 不 能 真正 反映 物体 每 一 时 刻 运 
动 的 快慢 程度 . 随 着 科学 技术 的 发 展 , 仅仅 知道 运动 物体 的 平均 速度 是 
不 够 的 , 而 是 需要 精确 地 给 出 其 每 一 时 刻 的 速度 一 一 瞬时 速度 . 那么 ， 
如 何 来 计算 瞬时 速度 呢 ? 一 般 来 说 , 人 们 易于 测量 的 是 沿 直线 运动 的 
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物体 离开 初始 位 置 的 距离 , 因此 一 个 自然 的 想法 就 是 利用 物体 所 走 过 
的 路 程 来 求 瞬 时 速度 . 

设 物体 沿 直 线 朝 一 个 方向 作 非 匀速 运动 , 其 运动 规律 由 函数 s = 
s(t) (te [0,7T]) 给 出 , 其 中 t 是 时 间 , s 是 物体 在 时 间 t 内 所 走 过 的 路 
程 . 现在 要 求 它 在 时 刻 to s (0,T) 的 瞬时 速度 v(to). 

显然 , 用 [0,T] 上 的 平均 速度 来 代替 v(to), 一 般 来 说 误差 应 很 大 . 
一 个 朴素 的 想法 是 , v(to) 的 大 小 应 该 只 与 to 附近 物体 移动 的 路 程 的 
改变 量 有 关 . 为 此 , 给 to 一 个 微小 的 改变 量 At 了 0, 物体 在 At 这 段 
时 间 内 所 经 过 的 路 程 为 


As = s(to + At) — s(to). 


物体 在 At 这 段 时 间 内 的 平均 速度 为 


_ s(to + At) — s(to) 
v= A 
容易 看 出 ，At 越 接近 于 0, 该 平均 速度 就 应 该 越 接近 瞬时 速度 v(to). 
于 是 , 在 时 刻 to e (0,T) 的 瞬时 速度 v(to) 就 应 该 是 当 At 一 0 时 , 平 
均 速度 v 的 极限 , 即 


oo = 入 = 和 ,二 全 2 
上 式 既 给 出 了 瞬时 速度 的 定义 , 也 给 出 了 计算 瞬时 速度 的 方法 . 

2. 求 曲线 上 一 点 处 切线 

莱 布 尼 世 在 研究 如 何 求 曲线 在 一 点 的 切线 这 一 几何 问题 时 , 同样 
遇 到 了 类 似 的 极限 问题 . 现 假定 有 一 条 平面 曲线 , 它 是 函数 y= f(z) (ze 
(a,)) 的 图 像 , 并 给 定 ro se (a,5)， 那 么 , 应 该 怎样 来 求 此 曲线 在 点 
P(zo, f(z0)) 的 切线 呢 (参见 图 4.1.1.)? 

由 于 所 求 的 切线 经 过 点 (zo, f(z0)), 因此 我 们 只 要 将 其 斜率 确定 
即 可 . 如 同 计算 瞬时 速度 一 样 , 一 个 显然 的 事实 是 过 该 点 的 切线 的 斜 
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率 应 该 只 与 zo 附近 的 z 所 对 应 的 函数 值 有 关 . 为 此 , 我 们 在 zo 附近 
取 一 点 x, 并 且 观 察 过 曲线 上 两 点 P(zo, f(zo)) 和 Q(z, f(z)) 的 割 线 . 
显然 , 该 割 线 的 斜率 为 

= (72) = f(ro) 


2 一 20 


k(z) 


当 z 在 zo 附近 变化 时 , 点 8 在 曲线 上 变动 , 割 线 的 斜率 也 在 变化 . 
当 z 趋 于 zo 时 , 点 Q 沿 曲线 趋 近 于 点 P, 割 线 PQ 就 应 该 趋 近 于 过 
点 PP 的 切线 PT. 


4.1.1 


因此 , 如 果 令 Az =z 一 zo,Ay = f(z) 一 了 (zo0), 当 Az 趋 于 0 时 ， 
我 们 自然 定义 割 线 PQ 的 极限 位 置 为 该 曲线 过 点 P 的 切线 PT. 这 样 ， 
割 线 PQ 的 斜率 k(z) = 的 极限 就 是 所 求 切线 PT 的 斜率 , 即 


k= lim Ke) = im 站 = Ji 加 = 
上 面 的 讨论 既 给 出 了 切线 的 定义 , 也 给 出 了 计算 切线 斜率 的 方法 . 
上 述 两 个 问题 的 实际 意义 完全 不 同 : 一 个 是 运动 学 中 沿 直 线 运动 
的 物体 的 瞬时 速度 , 一 个 是 几何 学 中 曲线 在 一 点 处 的 切线 . 但 从 数学 上 
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来 看 , 它们 是 完全 一 样 的 , 即 都 是 归结 为 求 函 数 的 改变 量 Ay 与 自 变 量 
的 改变 量 Az 之 比 的 极限 . 


4.1.2 ”导数 的 定义 

除了 上 一 小 节 的 例子 外 , 还 有 许多 实际 问题 也 要 过 到 类 似 的 求 函 
数 的 改变 量 与 自 变量 的 改变 量 之 比 的 极限 问题 . 例如 , 由 质量 函数 求 密 
度 , 由 人 口 增长 函数 求 增长 率 等 . 略 去 各 种 背景 , 便 有 以 下 纯 数学 的 定 

定义 4.1.1 ” 设 函 数 y = f(z) 在 U(zo,60) 内 有 定义 . 车 极限 


一 fa) 
z 一 z0 人 一 20 


存在 , 则 称 f(z) 在 点 zo 处 可 导 , 并 且 称 此 极限 值 为 f(x) 在 zo 处 的 
导数 , 记 为 Ptzo) 或 者 于 区 中 ,有 时 也 记 为 对 | 或 者 | 

由 定义 即 知 , 函数 在 一 点 的 导数 是 它 在 该 点 附近 各 点 平均 变化 率 
的 极限 , 是 函数 变化 率 的 一 种 定量 刻画 . 从 几何 上 来 看 , 导数 f'(zo) 就 
是 曲线 y = f(z) 在 点 P(zo, f(zo)) 的 切线 的 斜率 , 即 切 线 与 z 轴 正 向 
夹 角 的 正切 值 (参见 图 4.1.1). 

例 4.1.1 求 常数 函数 f(z) = C 在 点 zo e (-o0, 二 00) 的 导数 . 

解 ” 对 Yzoe(-co,+co), 由 于 


iin /Oe0) iin C0 6, 


zz0 2 一 20 z 一 z00 一 TO 
所 以 P(zo) = 0. 
例 4.1.2 求 f(z) = Vz 在 z= zo>0 的 导数 . 
解 ” 由 于 


lim -va - lim L 


1 
z 一 z0 2 一 20 zo VE 十 V 2Vzo’ 


所 以 jzo) = 5 
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车 f(z) 在 (a,5) 内 每 点 都 有 导数 , 则 它 的 导数 f'(z) 也 是 (@,5) 内 
的 一 个 函数 , 称 为 f(z) 的 导 函 数 , 简称 导数 . 此 时 , 如 果 我 们 要 求 f(z) 
的 导 函 数 , 则 我 们 先 要 设 zo 是 任意 固定 的 一 点 , 然后 按 定义 求 出 极限 ， 
再 将 zo 换 成 z. 为 了 避免 这 一 过 程 , 我 们 可 以 引入 Az = > 一 zo, 从 
而 z = zo 十 Az, f(z) = jf(zo + Az). 因此 , 我 们 有 
f(z+Az)— f(z) 

Ar ” 
这 里 Az 是 自 变量 的 一 个 改变 量 , 而 f(z + Az) - f(z) 是 函数 的 一 个 
相应 改变 量 , 记 之 为 Ay, 便 有 


7 四 = 如。 


rm = in SY 
1) 一 AmoxAz， 


初学 者 应 注意 的 是 , 这 里 的 Az 是 可 正 可 负 的 , 而 不 是 恒 大 于 0 的 . 
在 推导 基本 初等 函数 的 导数 时 , 我 们 需要 如 下 的 三 个 重要 极限 : 
(1) lim +9 = oe= Ele >0fa#1); 


(i 
(2) lm = 
2 一 0 


= lna(a > 0); 


(Lo 
2 一 人 


在 上 一 章 中 我 们 已 经 给 出 这 些 结果 的 详细 推导 过 程 . 

例 4.1.3 求 f(z) = za 的 导数 (定义 域 与 a 有 关 , 对 任何 mw 
z > 0 总 有 定义 ). 

解 设 z 冯 0, 则 有 


Ar\®” 
f(zt+An) -fr) _ (+A) -so \ 人 寺 , bb 
Ar Ar = Arz 


对 固定 的 = 关 0, 由 于 当 Az 0 时 ， 竺 一 0, 从 而 推出 


f(z) = ar™ 1. 
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特别 地 , 我 们 有 ; 
(z71) = -zi (2#0), 
(Vz)’ = a (z >0). 
例 4.1.4 求 f(z)=ar(a>0,-o0<z< 十 00) 的 导数 . 
解 ”由 于 Yze(-co,+oo), 有 


z+Az _ oz Az _ 
一 人 二 一 az A i (Az — 0), 


所 以 我 们 有 f'(z) = az Ina. 特别 地 , 我 们 有 (er)' = er. 
例 4.1.5 求 f(z) = logsz (0<a1 0 < z < +oo) 的 导数 . 
解 ” 由 于 Vze (0,+o0), 有 


log, (1+ 人 
loga(T + Az)—logaz _ 1 OBa 过 log。e 
的 


AI 2 大 地 (Az 一 0), 
z 
所 以 我 们 有 f(z) = 各: = 地 特别 地 ,我 们 有 (nz) = 1 


例 4.1.6 求 f(z)=sinz (-oco <z< 二 00) 的 导数 . 
解 ” 由 于 vze (-oo, +oo), 有 


2cos [z+ 全 
sin(z 十 Az) 一 sinz _ 2 ny 二 
Arz 加 Az T ， 


所 以 我 们 有 f'(z) = cosz. 
例 4.1.7 求 f(z) = cosz (-co < z < +co) 的 导数 . 
解 ”由 于 Yze(-co,+co), 有 


一 2sin 人 二 科 ) Sin A 
cos(T + Az) — cosz 2 2 
Az me A 一 一 sin7 (Azx— 0), 


所 以 我 们 有 f(z) = -sinz. 
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4.1.3 ” 单 侧 导 数 


类 似 于 单 侧 极限 , 我 们 有 以 下 单 侧 导数 的 概念 . 
定义 4.1.2” 设 函数 yy = f(z) 在 U+(zo,5) 内 有 定义 . 车 极限 


lim f(zo tA) — f(z0) 
Az 一 0+0 Arz 
存在 , 则 称 f(z) 在 zo 处 右 可 导 , 并 且 称 此 极限 值 为 f(z) 在 zo 处 的 
右 导数 , 记 为 f(zo). 同 理 可 定义 函数 f(z) 在 zo 处 的 左 可 导 和 左 导 
数 , 即 


Ri i Lt A fe 
注 ”从 导数 的 定义 我 们 可 以 看 出 ,f(zo) 存在 的 充分 必要 条 件 
是 (zo) 与 f(zo) 都 存在 且 相 等 . 
当 f(z) 在 zo 处 可 导 时 , 有 


f(z0+ AD) f(z0) 
0 


po 
flo0) = in Az 


因此 , f(zo) 存在 的 一 个 必要 条 件 是 , 当 Az 一 0 时 , Ay = f(z+Az) 一 
f(z) 必须 趋 于 零 . 而 这 正 是 f(z) 在 zo 处 连续 的 定义 , 从 而 我 们 有 
定理 4.1.1 ”车 函 数 y = f(z) 在 zo 处 可 导 , 则 它 在 zo 处 连续 . 
这 样 , 一 个 自然 的 问题 就 是 , 是 否 连续 函数 一 定 可 导 呢 ? 其 答案 是 
否定 的 ， 例 如 , 函数 y = f(z) = |z| 在 z = 0 处 是 连续 的 , 但 f(z) 
在 z=0 处 不 可 导 . 这 是 由 于 当 Arz 一 0 时 ， 


flO+Az)—f(0) _ |IAzl 1， Az>0， 
Az Arz -1，Az<0 


的 极限 不 存在 (参见 图 4.1.2). 
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注 ”从 单 侧 导 数 的 定义 可 以 看 出 , f(z) 在 zo 处 左 可 导 , 则 f(z) 
在 zo 处 左 连 续 ; 右 可 导 则 右 连续 . 于 是 f(z) 在 zo 左 、 右 可 导 (不 要 
求 左 导数 与 右 导 数 相等 ) 就 可 以 推出 f(z) 在 zo 连续 . 


则 有 

(1) S(z) 在 z=0 处 间断 , 是 第 二 类 间断 点 ; 

(2) zs(z) 在 z = 0 处 连续 , 但 不 可 导 (其 实 , 其 单 侧 导数 也 不 存 
在 ); 

(3) z25S(z) 在 z = 0 处 连续 而 且 可 导 , 其 导数 为 0. 

此 外 , 按照 导数 的 定义 , 曲线 y = z2sin 二 在 (0,0) 处 的 切线 方程 
为 y = 0. 此 时 , 该 切线 在 z = 0 附近 总 是 与 曲线 有 交点 ， 这 与 中 学 里 
曲线 的 切线 定义 是 有 很 大 区 别 的 . 


8§4.2 求 导数 的 方法 


按照 导数 定义 , 导数 表示 为 当 Az 0 时 ,全 Y 的 极限 . 但 直接 用 


定义 对 各 种 函数 求 导数 , 并 不 总 是 一 件 容易 的 事 , 有 时 甚至 很 难 办 到 . 
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因此 , 这 一 节 我 们 来 介绍 各 种 行 之 有 效 的 求 导 方法 . 利用 这 些 求 导 方 
法 就 可 以 轻而易举 地 求 出 许多 函数 的 导数 . 


4.2.1 ”函数 四 则 运算 的 导数 


定理 4.2.1 ” 设 函 数 f(z) 和 g(z) 都 在 点 z 处 可 导 , 则 下 列 各 式 
在 点 z 处 成 立 : 
(1) (f(z) + 9(2)) = f(z) + g'(2); 
(2) (f(z)g(z)) = f(z)g(z) + f(z)g'(z); 
人 “(z)g(z) — f(z)g'(z 
® (8) - /EOF v0 #0 
证 明 (1) 令 y= f(z) 土 g(z), 则 有 


(二 go) = dim OL 


[f(z+ Az)+g(z+ Az)] — [f(z)+g(2))] 


= lim 


Az 一 0 Ar 
jim je+Az)-fz) ,jo 9 十 Aa) 一 ga) 
Az 一 0 Ar Az 一 0 Arz 


=f"(7) + g'(z). 
(2) 令 y= f(z)g(z), oT 


(f(z)g(z)) = im, 全 过 
和 f(z + Az)g(z + Az) — f(z)g(7) 
A Arz 
f(z+Az)— f(z) 
Az 一 0 Arz 
和 


=f"(z)g(z) + f(z)g (z). 


(3) A 高 则 有 


g(z + Az) 


= lim 一 一 
y 一 AzzoAz 
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i 1 1 Sh 
A A [去 +Az) ” pe 
_ lim A(T+A7)— 9g(z) 1 
arm0 Az g(r + Az)g(z) 
__ gz) 
92(z) 
f(z) _ 1 
再 7 /7 及 (2), 我 们 有 
f(z)Y _ f(z) _1 \Y_ f(z)g(z) — f(z)g'(z) 
20) -40 + 19) Pe) 


推论 设 hz) (i = 1,2,…,n) 都 在 点 x 处 可 导 , 则 下 列 各 式 在 
点 I 处 成 立 : 区 
(1) 3 sp] = 2 cifi(z), 其 中 ci 是 常数 ; 
i=1 


d=1 


(2) (fo) =》、 [eg 
i=1 k=1 i=1 
法 


例 4.2.1 设 f(z) =tanz， 求 f(z) 
解 f(z)=(tanz) = (加 2 


cosz 
_ (sinz)’ cosz — sinz(cosz)’ 
cos27 
_ coszz+sinzz 1 
cos27 cos2z 
例 4.2.2 设 f(z) =cotz, 求 f(z). 
1 \  —(tanz)’ 
人 三 和 
解 (cotz)' = ( ) = 


an 了 tan27 


一 Sec2 7. 


2 


1 cosz 1 


cos27 sin2z 
4.2.2 ” 反 函 数 的 求 导 法 则 
定理 4.2.2 ” 设 函 数 y = f(z) 在 (a,5b) 内 严格 单调 , 并 且 令 
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a=min{f(la+0),f(6—0)}, 8=max{f(a+0),f(b— 0)}. 


如 果 f(z) 在 (ob 内 可 导 且 导数 f(z) 关 0, 则 它 的 反 函 数 > = /7-1(y) 
在 (a, 68) 内 可 导 , 而 且 有 


dW)__1 
dy f(z) 
证 明 由 于 y = f(z) 在 (a, 5b) 内 可 导 , 从 而 它 在 (a, b) 上 连续 . 
再 由 其 在 (a,b) 内 严格 单调 知 , 它 的 反 函 数 在 (a, 65) 中 连续 且 严 格 单 
调 . 任 取 yo e (a, 5), 则 存在 zo e (a, b), 使 得 yo = f(zo), 而 且 
-1 _f-l 
C0) = = 


;， T—To 
= lim 
yyo Y — Yo 


~ z—z0 f(z) — f(zo) 
Z 一 Z0 
5 
(czo) 
例 4.2.3 求 y=arctanz 的 导数 . 
解 由 y= arctanz, 得 z= tany. 因此 ， 有 
1 1 1 


"= (arct ' = = = = . 
y = (arctan x) (tang secy 一 Ttanzy 一 芽 25 


类 似 地 , 有 

(arccot z) 一 -I 
例 4.2.4 求 y= arcsinz 的 导数 . 
解 由 z 二 siny, 得 


3 1 1 


站 
(siny)’ cosy V1-sinzy Vi—z2 


y = (arcsin x) = 
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类 似 地 , 有 3 


Vi—z2 

在 利用 反 函 数 求 导 法 时 , 读者 需 注意 两 点 : 一 是 要 注意 每 次 求 导 
是 关于 什么 变量 进行 的 ; 二 是 如 何 将 求 导数 后 关于 y 的 函数 转化 为 x 
的 函数 . 

通过 一 系列 例题 , 我 们 已 经 求 出 了 所 有 基本 初等 函数 的 导数 现 
将 这 些 结果 总 结 如 下 , 以 便 以 后 查阅 : 


{arccosz)' = — 


(1 (0) =°0; (2) (ze)' = ozo!; 

(3) (einz) = cosz; (4) (cosz) = —sinz; 

(5) (ane) ma (6) (cotz) = sin? zi 

(7) (arcsinz)' = A 全 (B00) ss; 

(9) (arctanz) = Ti (10) (arccot z) = 二 i 
(= (12) (az) = azlna(a > 0); 

(3) 2) = ss; (14) (ogs 7) = 车 (a>0 且 a #1). 


4.2.3 ”复合 函数 的 求 导 法 则 
定理 4.2.3 ” 设 函 数 y = f(w) 在 U(wo,60) 内 有 定义 , 函数 v = 
g(z) 在 U(zo,mo) 内 有 定义 , 且 wo = g(zo). 车 juo) 与 9%'(zo) 都 存在 ， 
则 复合 函数 F(z) = ff(g(z)) 在 点 zo 可 导 , 且 已 (zo) = f'(g(z0))g'(zo). 
证 明 ”定义 函数 
4(u) = | 本 es “Fo 


f'(uo), 4 = uo, 


则 A(w) 在 wo 点 连续 , 即 有 


im 4(u) = 4(uo) = 疡 (wo). 
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由 恒等式 f(w) 一 (wo) = 4A(w)(w 一 uo), 我 们 有 
F(z)— F(zo) _ f(9(z)) — f(g(z0)) _ A(g(z)) 2® 一 g(zo) 


了 并 一 2Z0 并 一 2Z0 Z 一 2Z0 


在 上 式 两 边 令 z 一 ro, 得 


F'(z0) = f'(g(zo0))g' (ro). 

注 ” 车 flu) 的 定义 域 包含 v = g(z) 的 值 域 , 两 函数 在 各 自 的 定 
义 域 上 可 导 , 则 复合 函数 F(z) = f(g(z)) 在 g(z) 的 定义 域 上 可 导 , 且 
已 (z) = f'(g(x))g’(z). 

上 述 等 式 常常 简 记 为 
册 二 Wus 或 者 时 = 型 全 
我 们 一 般 称 它 为 链 锁 法 则 . 


例 4.2.5 “分 别 求 y= sinz2 和 y= sin2z 的 导数 . 
解 y=sinz2 可 看 成 y=sinu 和 = z2 的 复合 , 因此 


(sin z2)' = 2z cos z2; 
而 y= sin?z 可 看 成 y=w? 和 w= sinz 的 复合 , 因此 
(sin2z)' = 2sinz(sinz)' = 2sinzcosz = sin27. 
例 4.2.6 求 y=In|z| (z 冯 0) 的 导数 . 
解 当 z>0 时 ,y= lnz, 从 而 
y= (ns) =; 


当 z<0 时 ， 
y=Inlz| = In(-2), 


于 是 , 它 可 看 成 由 y = Im 与 4= 一 z 复合 而 成 , 从 而 有 
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(la = tnCaj = (2)' = 
例 4.2.7 求 y= ze(z > 0,a 为 任意 实数 ) 的 导数 . 
解 ”前 面 我 们 用 定义 已 求 出 y = aze-1. 现 应 用 复合 函数 求 导 法 
于 y = emz, 则 有 
y =(es ne) 


aea Inz 


=ecmz(alnz)' = 
a 


I 
=Q— = QT 
J 


例 4.2.8 ”证 明 : 当 n>2 时 ,有 chi =n(n+1)2"-2. 
证 明 ”在 恒等式 0 


一 和 


n 
(1 十 Z)” 一 CR 
k=0 


两 边 对 zx 求 导数 得 
n(1+2)"! -Pore 4 
在 上 述 恒等式 的 两 边 乘 以 z 并 对 z 求 导数 得 
7(1 十 Z)n-1 +n(n—1)z(l+2)"-?= Diorae, 
k=1 
在 上 述 等 式 中 令 z = 1 整理 得 
n(n+1)2"?= Yow 
4.2.4 ，” 隐 函数 的 求 导 法 


前 面 我 们 所 过 到 的 函数 都 是 由 显 式 给 出 的 . 但 在 解决 实际 问题 时 ， 
常常 得 到 的 只 是 变量 z 和 vy 所 满足 的 方程 , 如 : 


z2+ 人 =1, tanz + tany = 2y, Iny+siny = z2y, 
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等 等 ， 通常 在 一 定 条 件 下 , 对 指定 数 集 X 中 的 每 一 个 数 x, 由 变量 zx 
和 y 所 满足 的 方程 可 以 唯一 地 确定 一 个 数 y 与 之 对 应 . 由 这 种 对 应 法 
则 所 确定 的 函数 y = y(z) 就 称 做 由 该 方程 所 确定 的 隐 函 数 . 例如 , 方 
程 2? + y= 1 就 隐 含 了 两 个 定义 在 [-1, 1] 上 的 函数 y = f(z) = 
VI 一 x2 和 y= fo(z) = -V1 一 Zz2. 至 于 在 什么 条 件 下 才能 保证 由 所 
给 出 的 二 元 方程 唯一 地 确定 一 个 连续 可 导 的 隐 函 数 呢 ? 这 要 等 到 学 习 
了 多 元 函数 的 微分 学 才能 给 出 解答 . 在 本 节 的 后 继 部 分 , 我 们 总 是 假定 
给 定 的 二 元 方程 所 确定 函数 是 可 导 的 , 然后 来 讨论 该 函数 的 求 导 问题 . 
例 4.2.9 ”证 明 开 普 勒 (Kepler) 方程 


y—z—esiny=0 (0<s<1) 


可 确定 一 个 隐 函 数 y = y(z), 并 且 求 %(z). 
证 明 令 z=wol)=y 一 esiny 则 有 


lim w(y) = -oo， lim we(y) = 十 ooi 
V0 2 一 十 cc 
而 且 对 任意 的 yy < yo, 有 


p(y2) — P(N) =Y2 — 1 ~ Elsiny2 — sinyi) 


+ ， 纺 一 
入 = 六 -e(2cos 罗 2 sin 多 2 ) 


>(1—e)(y2 —) > 0. 


因此 , p(y) 是 一 严格 单调 递增 的 连续 函数 , 从 而 Yro e (00,++o0), 总 
存在 唯一 yo, 使 得 zo = yo 一 ssinyo. 这 表明 , 该 方程 确定 了 (00, +oo) 
上 的 一 个 函数 y = y(z).， 以 后 我 们 还 将 知道 , 开 普 勒 方程 确定 的 函数 
是 可 导 的 . 下 面 我 们 来 求 出 此 函数 的 导数 . 

既然 y = y(z) 是 由 开 普 勒 方程 确定 的 函数 , 则 该 函数 满足 恒等式 


3(z) — rz ~ esiny(z)=0. 
两 边 对 z 求 导数 后 得 恒等式 


84.2 求 导 数 的 方法 。 149 


y(z)—1—ecosy(z)y(z) =0, 
从 而 有 
. E 
y(7) = 1 一 ccosy(zZ) 

这 一 例子 表明 , 虽然 我 们 并 没有 解 出 函数 的 显 式 表达 式 , 但 我 们 可 
以 由 它 所 满足 的 方程 求 出 它 的 导数 ， 当 然 , 导数 的 表达 式 中 仍 含有 隐 
函数 y(z). 同时 , 这 一 例子 也 告诉 我 们 求 这 类 函数 导数 的 方法 , 即 只 要 
将 4 看 成 z 的 函数 , 在 方程 的 两 边 对 z 求 导数 , 就 可 得 到 y(z) 满足 
的 恒等式 , 然后 再 从 中 将 y(z) 解 出 即 可 . 

例 4.2.10 ”给 定 圆 的 方程 2? + 2 一 1, 求 其 斜率 为 -2 的 切线 
方程. 

解 ” 设 所 求 的 切线 经 过 圆 上 一 点 (zo,vyo). 由 隐 丕 数 求 导 法 , 得 2z+ 
2yy' = 0, 从 而 有 y(z) = -了 所 以 在 切 点 (zo,yo) 处 应 有 


HE dL 
y (zo) = rt 


即 yo = 2zo. 再 由 (zo,yo) 在 圆 上 可 知 , zo = + 二 Yo = PE 于 是 ， 


葬 
1 2 1 2 
所 求 的 切线 有 两 条 , 其 分 别 过 ( 志 号 ) 和 (- 高 - 襄 ) 的 方程 为 
V5 
i 


2 1 1 
和 
对 某 些 函数 求 导 数 时 , 若 从 显 函 数 出 发 来 求 比较 复杂 或 不 好 求 , 这 


时 可 转化 为 隐 函 数 来 求 导数 , 常用 的 方法 是 对 函数 的 两 边 取 对 数 . 
例 4.2.11 设 y=z (rz>0), 求 y. 
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解 ” 对 y = zx 两 边 取 对 数 , 得 my = e” lnz， 再 两 边 对 z 求 导 

数 , 得 1 I 
y 3 “( 

y 四 


yA (+) 


zlInz+1 
， 


所 以 


了 
例 4.2.12 求 y= @ + 去 ) 的 导数 . 
解 在 y= (+ 的 两 边 取 对 数 得 
lny = z2ln @ + 去 ) = z2lin(z? + 1) 一 Inz3?]. 


两 边 对 z 求 导数 得 


We 2 i 2/_27 _ 27 
ye 二 1) 一 Imz2) 十 7 Ts 


= 27 |in i ee 
er Z2 1 十 z2| 

1\” 1 1 
v=22 (1+ 吉 ) [eG+ 去 )- 王 |: 


注 ”以 上 例子 中 的 求 导 方法 也 称 为 对 数 求 导 法 , 它 适合 对 一 些 比 
较 复杂 的 函数 求 导 . 

4.2.5 “参数 式 函 数 的 求 导 法 

下 面 我 们 来 讨论 由 参数 方程 


起 = s(t), hee 


所 以 


y = y(t), 
所 确定 的 函数 y = f(z) 的 求 导 问题 . 
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假定 函数 z(t) 和 y(t) 都 在 (a, 8) 内 可 导 , 且 z'(t) 夫 0. 在 这 样 的 
条 件 下 , 下 一 章 我 们 将 证 明 z(t) 在 (a, 6) 严格 单调 . 令 
a= min(z(a +0), z(8 — 0)), 
b= max(z(a + 0), z(8 — 0)), 
则 zx = z(t) 的 反 函 数 t=t(z) 在 (a, b) 上 有 定义 . 因此 , 由 该 参数 方程 
可 以 确定 一 个 函数 
y= f(z)=yt(z)), Zz€ (a,b). 
由 复合 函数 及 反 函 数 的 求 导 法 则 , 得 
Y(t) 
(人 
这 表明 , 由 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 就 等 于 y 与 x 关于 参数 t 的 
导数 的 商 . 在 以 后 的 计算 中 , 我 们 只 要 记 住 此 公式 即 可 , 但 理解 公式 的 
推导 过 程 是 十 分 有 益 的 . 
例 4.2.13 ” 求 椭圆 玛 + 斤 = 1 (a,b > 0) 上 点 (zo,wyo) 处 的 切线 
方程 . 
解法 1 利用 隐 函 数 求 导 法 , 得 


y= Y(t (7) = 


2z 2yy 
Q2 b2 
即 
2 
内 一 三 


由 此 可 知 , 当 yo 关 0 时 , 在 (zo,yo) 处 的 切线 方程 为 


RL 
3 一 加 三 2 加 0 外 


注意 到 (zo,yo) 在 椭圆 上 , 最 后 得 切线 方程 为 


Zor , yoy _ 


a 下 
a? b2 
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为 了 求 曲线 在 点 (a,0) 处 切线 , 在 此 点 的 附近 我 们 可 以 将 > 看 成 y 
的 函数 , 再 利用 隐 函 数 求 导 法 , 得 
a2y 


7 这 这 二 
Zylv=0 = b27 |(a,0) 有 


从 而 在 点 (a,0) 处 的 切线 方程 为 z = a. 同 理 , 可 得 在 点 (-a,0) 处 的 
切线 方程 为 z = -a. 
解法 2 ”椭圆 的 参数 方程 为 


T=acost, 
te [0, 27). 
y= bsint, 


由 参数 式 函数 的 求 导 法 , 得 


,1 _ (bsint) _ bceost 
w= (acost)’ asint (t #0,7), 


从 而 在 to 关 0,7 处 的 切线 方程 为 


—bcosto 
asinto 


令 zo = acosto, yo = bsinto, 整理 即 得 


y—bsinto= (z — acosto). 


Tor Yoy _ 
i 


完全 类 似 于 解法 1, 可 求 出 在 ( 士 o, 0) 处 的 切线 方程 . 
4.2.6 ” 极 坐 标 式 函 数 的 求 导 法 
设 曲 线 由 极 坐标 形式 

r=7(0), 9 € (a,B) 


给 出 , 其 中 7 是 极 距 , 9 表示 极 角 . 现 对 曲线 上 一 点 (9,r(6)) 来 求 切线 
的 斜率 . 
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由 极 坐 标 方程 即 可 得 曲线 的 参数 方程 为 
r=7(0) cosb， 

{ y=7(0)sing. 
这 样 , 假定 r 作为 6 的 函数 其 导数 7"(9) 存在 , 而 且 在 所 考虑 的 极 角 8 
附近 有 

z'(9) =7(0) cos0 — 7(0)sing #0, 

则 由 参数 式 函 数 的 求 导 法 知 , 极 坐标 表示 下 的 曲线 在 点 (9,7(9)) 处 的 
切线 的 斜率 为 


nv 

dy _r(O)sing +r(0)cos0 “7(0) 
dr 7(9)cos0—7(9)sing Te 7(0) 
7'(0) 


上 式 给 出 了 极 坐标 式 函数 的 求 导 公 式 . 由 导数 几何 意义 知 ,和 是 切线 
与 z 轴 正 向 的 夹 角 a 的 正切 , 即 


由 此 可 解 出 
r(g) tana 一 tan0 
m(9) 1+tanatang 
它 具 有 鲜明 的 几何 意义 . 在 极 坐标 系 中 同时 建立 直角 坐标 系 , 记 向 径 
沿 逆 时 针 方向 转 到 切线 位 署 的 角度 为 6( 通 常 称 做 向 径 与 切线 的 夹 角 )， 
则 有 


= tan(a — 0). 


7(9) 

(9) 

这 是 因为 这 三 个 角 之 间 有 关系 式 : 8 = kr + (a 一 9), 这 里 大 是 非 负 整 
数 , 且 满 足 0< kr + (a 一 9) < 7. 例如 ,大 =0 的 情形 如 图 4.2.1 所 示 . 


tanB = tan(a—0)= 
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图 4.2.1 


例 4.2.14 ”求证 : 双 纽 线 r? = a? cos29(0 < 9 < 7/4) 的 向 径 与 
切线 的 夹 角 等 于 极 角 的 两 倍加 r/2. 
证 明 ” 设 向 径 与 切线 的 夹 角 为 5, 则 


_ 7(0) 72(9) cos20 
tanp = 0 — Om 0) sin20 


一 —cot20 =tan (29+3). 


注意 到 0 < 0 < 了 , 便 有 B=20+. 

最 后 指出 , 显 式 表示 、 隐 式 表示 、 参数 表示 和 极 坐 标 表示 是 表达 函 
数 的 四 种 重要 形式 , 各 有 不 同 的 适用 场合 , 有 很 多 函数 只 能 用 其 中 的 某 
一 种 来 表达 . 即使 有 些 函数 能 够 用 它们 中 的 任何 一 种 来 表达 , 但 运算 的 
难 易 程 度 也 可 能 是 大 相 径 庭 的 , 因此 必须 全 面 地 掌握 相应 的 求 导 数 公 
式 , 根据 实际 情况 选择 使 用 . 


84.3 微 分 
4.3.1 ”微分 的 定义 


与 函数 在 一 点 的 可 导 性 紧密 联系 着 的 一 个 概念 是 可 微 性 , 本 节 就 
来 讨论 函数 的 可 微 性 . 我 们 先 来 看 一 个 具体 的 例子 . 若 用 3 表示 半径 
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为 7 的 圆 的 面积 , 则 5 可 以 表示 为 > 的 函数 : 5 = rr?. 如 果 给 半径 7 
一 个 增 量 Ar, 则 面积 S 相应 地 有 增 量 


AS = rr 二 Ar)? - mr2 = 2rrAr +T(Ar)2. 


它 是 半径 为 > 与 + Ar 的 两 个 同心 圆 之 间 的 圆 环 的 面积 . 从 上 式 可 以 
看 出 , AS 由 两 部 分 组 成 : 第 一 部 分 2rrAr 是 Ar 的 线性 函数 , 而 第 二 
部 分 r(Ar)2? 是 较 Ar 高 阶 的 无 穷 小 量 , 即 r(Ar) = o(|Ar|) (Ar 一 0). 
由 此 可 知 , 当 给 半径 7 一 个 微小 的 增 量 Ar 时 , 所 引起 的 圆 面积 的 增 
量 AS 就 可 以 近似 地 用 第 一 部 分 2rrAr 来 代替 , 由 此 所 产生 的 相对 误 


差 为 
Ar 


T(Ar)2 
2rrAr 2r 
显然 , Ar 越 小 , 所 产生 的 相对 误差 也 越 小 . 
对 于 一 般 的 情形 , 我 们 引入 如 下 的 定义 : 
定义 4.3.1 ” 设 函 数 y = f(z) 在 U(zo,6o) 内 有 定义 . 如 果 存 在 常 


数 4, 使 得 
Ay = f(z0+ Az)— flzo) = AAz +o(Azx) (Az 一 0)， 


则 称 f(z) 在 点 zo 处 可 微 , 并 称 4Az 为 f(z) 在 zo 处 的 微分 , 记 做 


dy 二 AAz 或 者 df(z0) = AAz. 


从 定义 看 到 , 一 个 函数 的 微分 具有 两 个 特点 : 

(1) 它 是 自 变量 的 增 量 Az 的 线性 函数 . 

(2) 它 与 函数 的 增 量 Ay 之 差 是 较 Az 高 阶 的 无 穷 小 量 (Az 一 0). 
根据 这 一 特点 , 我 们 就 可 以 用 dy 来 近似 地 表达 Ay, 所 产生 的 相对 误 
差 是 一 个 无 穷 小 量 (Az 一 0), 而 且 |Az| 越 小 , 近似 程度 就 越 好 . 因此 ， 
我 们 称 dy = AAz 为 Ay 的 线性 主 部 . 此 外 , 由 于 dy 是 Az 的 线性 函 
数 , 所 以 它 特别 容易 计算 . 

微分 与 导数 有 着 密切 的 关系 , 表现 为 如 下 定理 : 
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定理 4.3.1 ”函数 f(z) 在 点 zo 处 可 微 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 
在 To 处 可 导 . 
证 明 ”必要 性 设 f(z) 在 zo 处 可 微 , 即 


Ay = f(zo + A7z)— f(z0) = 4Az+o(Azr) (Az 一 0) 


成 立 , 则 有 


Ay _ 
Np A+o(ll) (Az—0), 
从 而 f'(70) = limaz_,o 2 A 
0 Az 


这 表明 , f(z) 在 zo 处 可 导 , 且 f'(z0) = 4. 
充分 性 设 f(z) 在 zo 处 可 导 , 即 
im f(zo+ Se) —f(z0) _ f(z0) 
成 立 , 于 是 有 


f(zo + Az) — f(z0) 


= f(z0) + ol) (Az — 0), 


即 
Ay = f(zo + Az)— f(x0) = f'(z0o)Az +o(Az) (Az—0). 


这 表明 , f(z) 在 点 zo 处 可 微 , 且 df = f'(z0)Az. 
注 ”由 于 这 一 定理 的 缘故 , 对 于 一 元 函数 而 言 , 人 们 常 把 “可 导 ” 
和 “可 微 ” 等 同 起 来 使 用 , 求 导 方 法 又 称 为 微分 法 . 此外, 从 定理 的 证 
明 过 程 知 , 微分 定义 式 中 的 系数 4 唯一 地 确定 , 而 且 必 有 4 = f(xo) 
成 立 . 
现 考虑 一 个 具体 函数 y = z 的 微分 . 由 定义 , 得 dy = dz = 1Az， 
即 dz = Az. 因此 , 我 们 就 可 在 微分 记号 中 将 Az 改 为 dz, 即 若 y = 
f(z) 在 zo 处 可 微 , 则 dy = fr(zo)dzx. 因此 , 导数 的 记号 
dy , 
a = f"(z0) 


dz lz=zo 
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就 可 以 看 成 dy 与 dz 的 比值 了 , 即 导 数 乃 是 微分 之 商 , 故 又 称 微 商 . 

下 面 我 们 来 看 微分 的 几何 意义 . 设 函数 y = f(z) 的 图 像 如 图 4.3.1 
所 示 , 令 N = (zo + Az, f(z0)), P = (zo + Az, f(zo + Az)), K = 
(zo + Az, f(z0) + j(zo)Az)), 并 且 过 M = (zo, f(zo)) 作曲 线 的 切线 ， 
则 有 

dz = Az = MN 为 自 变量 的 增 景 ; 

Ay = PN 为 函数 的 增 量 ; 

dy = 用 (zo)dz = KN 为 切线 的 增 量 ; 

Ay 一 dy = o(Az) = PK 为 函数 的 增 量 与 切线 的 增 量 之 差 ， 


图 4.3.1 


这 表明 , 微分 就 是 在 点 zo 的 附近 以 切线 的 增 量 拟 合 曲线 的 增 量 . 
因此 , 所 谓 微分 的 基本 原理 就 是 : 一 个 可 微 函数 , 在 每 一 点 的 充分 小 局 
部 , 均 可 近似 视 为 增 量 按 比例 变化 的 线性 函数 . 

车 函数 y = f(z) 在 区 间 (a,b) 内 每 一 点 z 处 可 微 ( 即 dy = 
六 (z)dz), 则 称 函数 f(z) 在 (a,5) 内 可 微 . 

利用 微分 可 作 误 差 估计 和 近似 计算 , 下 面 举 两 个 简单 的 例子 . 

例 4.3.1 求 V80 的 近似 值 . 

解 ” 取 f(z) = 3z, 令 zo=81,Az= 一 1, 则 有 


7) f(s0) =3, f(z0) = To8: 


1 
4Yz3" 
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于 是 
1 
出 Te 2. 和 
V80 交 3 十 108 x (一 1) ~ 2.9907. 


其 实 , 其 精确 值 为 V80 = 2.990697.…. 
例 4.3.2 ”为 了 使 计算 的 正方 形 的 面积 的 相对 误差 不 超过 1%, 度 
量 边 长 所 允许 的 最 大 相对 误差 为 多 少 ? 
解 ” 设 正方 形 的 边 长 为 a, 面积 为 5, 则 有 
S = a2， IAS| = |d5S| = |2aAal, 
AS 由 2aAa 二 | 和 l 
| a2 a 


Aa 
a 


这 表明 度量 边 长 所 允许 的 最 大 相对 误差 为 0.5%. 

4.3.2 一 阶 微分 的 形式 不 变性 

设 函 数 y = f(w), u = g(z). 根据 复合 函数 的 求 导 法 则 , 可 得 复合 
函数 y = f(g(z)) 的 微分 公式 为 

dy = (fo(z))) dz = 久 (g(z))g'(z)dz. 
由 于 du = g'(z)dz, 代入 上 式 就 得 到 了 它 的 等 价 表示 形式 
dy = f/(wdu. 

这 里 u =g(z) 是 z 的 函数 . 但 我 们 发 现 , 它 与 为 自 变量 的 函数 f(w) 
的 微分 形式 


i 
~ 引 千 |=05%. 


dy = f'(wdu 
一 模 一 样 . 换 旬 话说 , 对 f(w) 进行 微分 时 , 不 管 v 是 因 变量 还 是 自 变 
量 , 所 得 结果 具有 相同 的 形式 , 这 也 就 是 所 谓 的 一 阶 微分 的 形式 不 变 
性 . 当然 它们 的 意义 是 不 一 样 的 , v 是 自 变量 时 , du = Aw, 而 当 v 是 
函数 时 , 一 般 来 说 du 与 Av 是 不 相同 的 . 
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这 是 一 阶 微分 的 一 个 非常 重要 的 性 质 有 了 这 个 “形式 不 变性 ” 作 
保证 , 我 们 拿 到 一 个 函数 y = f(w) 之 后 , 就 可 以 按 v 是 自 变量 去 求 它 
的 微分 f'(w)du, 而 无 须 顾忌 wu 是 自 变量 , 还 是 因 变量 . 这 使 得 微分 运 
算 在 很 多 场合 比 求 导数 运算 优越 得 多 . 

例如 , 设 y = f(z) 在 zo 可 微 , 且 存在 反 函 数 z = f-!1(y), 再 假 
定 f(z0) 关 0. 我 们 先 对 y = f(z) 两 边 微分 , 得 dy = f'(zo)dz. 然后 
将 z 看 成 因 变量 , y 看 成 自 变量 , 从 前 面 的 等 式 便 可 导出 

dz 1 
dy f(zo)’ 
这 正 是 反 函 数 的 求 导 数 公 式 . 
再 如 , 求 参 数 方程 
z= 7(t), 
{ y= y(t) 


所 确定 的 函数 y = f(z) 的 导数 . 我 们 可 以 先 对 参数 方程 分 别 微分 得 


dz = z(t)dt, 
dy = y(t)dt. 


然后 利用 这 两 个 等 式 , 便 可 得 到 


yO 
dr z(t)dt z(t)’ 
这 正 是 参数 式 函数 的 求 导 公式 . 
利用 前 面 得 到 的 基本 初等 函数 的 导数 公式 , 立即 可 得 它们 的 微分 
公式 为 : 
(1) d(C) = 0dz; 
(2) d(ze) = aze-ldz; 
(3) d(ar) =azlnadz (a > 0); 
() dtala)= 至; 
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(5) d (sin z) = coszdz; 
(6) d (cosz) = — sinzdz; 


dz 
(7) df(tanz) = Pee ed 


这 
dz 
8) d(arcsinz) = 一 守 ， 
(8) d (arcsin z) T= 
dz 
(9) d(arctan7) 一 i+ 


同样 , 由 导数 的 四 则 运算 法 则 , 可 得 微分 运算 的 法 则 . 设 w v 为 


的 可 微 函 数 , 则 


(1) du +tv) = dut dv; 
(2) d(w:v) =udv+vdu; 
u vdu—udv 
3) a (2) 区 v2 - 
利用 这 些 公式 和 运算 法 则 , 我 们 就 可 以 求 任何 初等 函数 的 微分 了 . 
例 4.3.3 设 y=arctane™, 求 dy. 


故 有 


= 1 Pr = dz 
解 YT -IT res 
例 4.3.4 设 y= 了 一 上 (la| < D), 求 证 : 当 |z| <1 时 ,有 
dy _ dz 
1-y 1 一 z2- 
证 明 ”由 于 
1 一 a2 
Ya 
全 人 ”_ (1— 0)(1— 2?) 
1 一 az (1 一 az)2 
dy dz 


1 Tz 


此 例 的 结果 在 双 曲 几何 中 起 着 重要 的 作用 . 
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例 4.3.5 ” 求 由 方程 siny? = cos Vz 所 确定 的 隐 函 数 y = y(z) 的 
导数 . 


解 ”对 方程 
siny? = cos VT 
两 边 微分 , 得 
2ycosy2dy = 一 加 
由 此 即 得 
dy _ sin VT 


dr hyVicosy? 
注 ”读者 可 以 对 此 例 中 的 隐 函 数 的 显 式 表达 式 


y= 土 V arcsin(cos V7) 


直接 求 导数 , 并 且 将 运算 过 程 加 以 比较 . 
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4.4.1 ”高 阶 导数 

当知 道 物体 沿 直 线 运动 的 路 程 s = s(t) 需要 求 加 速度 时 , 我 们 就 
会 遇 到 求 速度 函数 的 导数 , 即 求 s(t) 的 二 阶 导数 的 问题 

车 一 个 函数 y = f(z) 的 一 阶 导数 了 (x) 仍 是 可 导 函 数 , 则 我 们 可 
求 (1(z))', 记 其 为 7(z) 或 9， 并 称 之 为 / 的 二 阶 导数 , 类 似 地 , 可 
定义 三 阶 导数 为 f”(z) = (f”(z))”. 一 般 地 , 当 n>4 时 , f(z) 的 n 阶 
导数 定义 为 f(z) 的 n 一 1 阶 导数 的 导数 , 并 记 为 foo(a), yc 或 于 

对 于 一 些 较 简单 的 函数 , 我 们 可 以 导出 它们 的 高 阶 导数 的 公式 . 基 
本 方法 是 , 先 求 出 前 几 阶 导数 , 发 现 规律 , 总 结 出 一 般 的 公式 , 然后 再 
加 以 证 明 . 

例 4.4.1 设 y= er, 求 yn). 
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解 ” 由 于 


ee yy =ae , YY =@0e ， 


因此 , 由 高 阶 导数 的 定义 , 容易 用 数学 归纳 法 证 明 


HW =ae” (n=1,2,.…). 


例 4.4.2 ” 设 y = za, 求 yn). 
解 ”由 于 
y ts azr™-l1, y 过 a(a 1)zc-2， 
因此 容易 由 数学 归纳 法 证 明 


y=aa-1):..(a-n+l)z" (n>1). 


注 ” 当 a 为 正 整 数 时 , 若 a=n, 则 y=nl; 车 a<n, 则 y=0. 
由 此 立即 导出 : 如 果 Pn(z) 是 m 次 多 项 式 , 且 n> m, 则 


Pn)(z) = 0. 


例 4.4.3 ” 设 y= ln(1l+z), 求 wm. 


解 由 
As | m2! (0) 一 3! 
VT TY Or YY ar 
可 以 看 出 a_n 
n) -1(_1yn-l 一 人 
y= CD) ra (>) 
其 中 规定 0! = 1. 
事实 上 , 设 
J = (De KD) 


(1+2)*” 
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则 k-1 k 
一 家 —1)*k! 
这 样 , 由 数学 归纳 法 原理 知 , 对 一 切 的 正 整数 n 所 得 公式 都 成 立 . 
例 4.4.4 设 y=sinz, 求 y". 


解 ” 直 接 计算 , 得 
y = cosz= sin 人 z 十 3) ， VY =—sinz= sin(z+7). 
现在 假定 
yn-D = sin 人 十 es a) § 
则 有 


y= [sn (< + 535]] 


-om(z+ 全 57) =sin (z+ 宁 ). 


同 理 可 得 


~ (cosz)(™ = cos (= 十 字 ) i 


注 ”上 例 中 的 两 个 公式 也 可 以 借助 欧 拉 公式 形式 地 导出 . 在 欧 拉 
公式 
eiz = cosz+isinz 


的 两 边 形式 地 求 导 , 可 得 


(e=)™ = (cosz)jo) + i(sin 2)(™), 


ee Ee 2 
(0)™ =ireiz =ei¥ or = ei(?+I) 


一 cos (z 牛 他) 十 isin (z+ 字 ) 和 


所 以 
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(cosz)(") = cos (= 十 字 ) ， (sinz)o) = sin (= 十 到 ) 


例 4.4.5” 设 y = arctanz, 求 y(). 
解 ” 由 于 z= tany, 直接 计算 , 可 得 


1 1 


二 = = cos2 
1+z2 1+tan2y St 


y 
y=—2cosysiny:y = cos?ysin2 (y+ 2): 
y= 2cosy(— siny) sin2(y 十 3) +2cos4 ycos2(y 十 3) 
一 2cos3y cos (2 十 3) + J) 
= 2cos? ysin3(y 十 3)- 
一 般 地 , 由 数学 归纳 法 可 证 
gm = (nC— 1)!cos™ysinn (y+ 5) . 
此 外 , 由 这 一 公式 容易 导出 
ye = D2n 2 ye =0. 
4.4.2 ” 莱 布 尼 茨 公式 
对 于 两 个 函数 v，v 的 和 、 差 的 高 阶 导数 , 我 们 有 
(utv)® = ww) 士 un); 
对 常数 c 和 函数 v 的 积 , 有 
(co = cu 
而 对 于 两 个 函数 ww v 的 积 , 我 们 有 以 下 莱 布 尼 茨 公式 : 
定理 4.4.1 ( 莱 布 尼 茨 公式 ) ”车 函数 4 和 v 有 任意 阶 导 数 , 则 


n 
(wu = DD Chu vy), 
k=0 
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其 中 Oh = 6 
“no > 

证 明 ”用 数学 归纳 法 证 之 . 当 n= 1 时 , 公式 显然 成 立 . 假设 公式 

对 正 整数 n 成 立 , 我 们 来 证 公式 对 正 整数 n+ 1 也 成 立 . 事实 上 , 应 用 
归纳 法 假定 , 我 们 有 


(wv) m+) =[(w v0) 0] 


n 
三 > Ct {ul™— A vlA)] 


k=0 
n 
=D Cglun-erDut9 + wln vtetD)] 
k=0 
n n+l 
Ce > Ckuln k+l y(k) 十 > CR-lu(n-k+l) vk) 
k=0 k=1 
n 
=COu"t v0) + DCE +Os) un Rt) + Onul vntD) 
k=1 
nt+l 
=5 08rd), 
k=0 


这 与 牛顿 二 项 式 展开 公式 证 明 的 格式 是 一 致 的 , 其 中 最 后 一 步 用 到 了 
恒等式 
CX 十 CR 1 一 OH。 


例 4.4.6 设 y = arcsinz, 求 y("(0). 
1 


解 由 y= = 可 得 
VIZ.y = 
再 两 边 平方 得 
(1 一 z2) .2 = 1. (4.4.1) 


若 对 上 式 用 莱 布 尼 茨 公式 , 则 y? 的 高 阶 导数 仍 不 好 算 . 所 以 对 上 式 再 
求 导数 一 次 , 得 
(1 一 z) .2yy" ~ 2zy? = 0. 
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由 (4.4.1) 式 看 出 , 当 |z| < 1 时 , y 关 0, 化 简 得 
(1—z)y -zy =0. 


对 上 式 两 边 求 (n - 2) 阶 导数 , 并 应 用 莱 布 尼 芯 公式 , 得 


Qs)" + (no)(-20)y" D+ 
一 zy 一 人 一 2)y-2 = 0. 


(n— 2 一 3) (_2)y"™-2 


将 z=0 代 入 上 式 , 就 有 
y "(0) — (n—2)n— 3)y" (0) — (n—2)y"-2(0) = 0， 
由 此 即 得 递 推 公 式 
y "(0) = (n— 2)y" (0). 
又 因 y(9)(0) = 0, y(W(0) = 1, 所 以 我 们 有 y(2"”(0) = 0, 且 
y+ (0) =(2n — 1)2y(2" (0) 


=(2n — 1)?(2n — 3)2y(2"-3)(0) 


=(2n — 1)?(2n — 3)?...32.1?.y(0) 
=[(2n 一 1T) 蔬 2. 
例 4.4.7 设 y=tanz, 求 y"(0)，n=1,2,.… ,8. 


解 ” 因 奇 函 数 的 导数 为 偶 函 数 , 偶 函 数 的 导数 为 奇 函 数 (参考 习 
题 四 第 4 题 ), 以 及 奇 函数 在 原点 的 值 为 零 , 所 以 有 


y(0) = 2)(0) = y9(0) = y9)(0) = y)(0) = 0. 
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为 了 求 奇数 阶 导数 在 原点 的 值 , 我 们 设法 建立 递 推 公式 . 等 式 
ycosT= sinz 


两 边 求 (2n + 1) 阶 导数 , 并 利用 莱 布 尼 芯 公式 , 得 


2n+1 

> Ch y+! 及 Cos 人 生 冬 ) = sin (e+ + 17) i 
k=0 

将 z =0 代入 上 式 , 即 得 递 推 公式 

2n+1 

DD Obiy "tN(0) cos KT = (1)", 

k=0 


即 

Yt) (0) — CBr1y "Dd(0) + Ch py "3)(0) 十 - 

+ (-1)"™ C2n73y()(0) + (一 trod lt (0) = (-D)". 
将 n=1 及 yy(0) =1 代入 上 式 ,得 
YH0) -= 

解 出 y3)(0) = 2. | 

在 递 推 公式 中 令 n = 2, 得 

yO) — 2 


4 
解 出 y5)(0) = 16. 
再 在 递 推 公式 中 令 n= 3, 得 
9 5 


y( (0)— .16 四 -m1=-1 
解 出 y7)(0) = 272. 
附带 有 
YO 29 _1 
1 3 
y)(0) _ 2 y7(0) _ 17 


回 15° 15: 
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4.4.3 ”一般 函数 的 高 阶 导 数 

对 于 一 般 没有 什么 特性 的 函数 , 通常 很 难 归纳 出 其 n 阶 导数 的 公 
式 , 只 能 逐次 地 求 导 . 特别 对 于 复合 函数 、 反 函数 、 隐 函数 和 参数 式 函 
数 求 高 阶 导数 更 是 如 此 . es 

例 4.4.8” 设 函数 y = y(z) 是 由 方程 + 和 =1(y > 0) 给 出 ， 
试 求 V. 

解法 1 ” 先 从 方程 解 出 


y= 2 Va 一 zZ2， 


然后 直接 计算 , 可 得 
br 
a 


y= 一 oz 27) -3z2 _ 2 (a _ 17) 


yb 


aay 


解法 2 ” 先 将 方程 表示 为 参数 式 
T=acost, 
{ y= bsint, 


再 直接 计算 , 有 


nm 2 dz) _ _b (cott) 
dz a zt 
es 
asin2t asint a?sin3t 
bs 
ys 
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解法 3 ”直接 对 方程 两 边关 于 z 求 导数 , 得 


27 2yy 
各 + 入 =0 (4.4.2) 
由 此 解 得 
3 b2z 
新 二 ay 
再 对 方程 (4.4.2) 两 边关 于 z 求 导数 , 得 
1 /2 A 
B+ 0. 


由 此 解 出 y' 并 且 将 y 的 表达 式 代入 , 得 
1 b4 
= 
比较 上 面 的 三 种 解法 , 不 难 发 现 , 似乎 隐 函 数 求 导 法 要 简单 一 些 . 
4.4.4 ”高 阶 微分 
若 函数 f(z) 在 区 间 (a,6b) 内 可 微 , 则 有 df = f'(z)dz, 其 中 f'(z) 
是 z 的 函数 , 而 dz 是 与 z 无关 的 一 个 量 . 这 样 , 把 一 阶 微分 df 看 成 了 
的 函数 , 再 求 一 次 微分 d(df), 就 称 之 为 f(z) 的 二 阶 微分 , 记 为 d?7， 
即 
df = d(df) = (1(z)dz)'dz = f"(z)dzdz = f"(z)dz’, 
其 中 dz2 = dzdz (读者 应 注意 dz? # d(x?) = 2zdz) . 
一 般 地 , 我 们 定义 n 阶 微分 为 
d"f =d(d™ f)=(f" DG)dz az 
= f(r)dr" -ldr = f(z)dr". 
由 此 即 可 知道 ,为 什么 将 Jo(z) 记 为 了 的 缘故 了 . 


由 定义 可 知 , 求 高 阶 微分 本 质 上 就 是 求 高 阶 导数 , 因此 我 们 不 再 详 
细 讨 论 , 但 值得 指出 的 是 高 阶 微分 是 不 具有 形式 不 变性 的 . 
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事实 上 , 设 y = f(w), 当 w 为 自 变量 时 , 我 们 有 d?y = f”(w)du?; 
但 当 w=g(z) 是 z 的 函数 时 , 则 


df = f'(u)g'(z)dz, 
df = "(uw)(g (2) dr? + fw)g"(z)dz? = "(wd 十 天 (du 


这 比 久 是 自 变量 时 多 了 一 项 f/(wu)d?u! 因此 , 当 d?w 了 0, 即 g”(z) 去 0 
时 , 二 阶 微分 就 不 具有 形式 不 变性 了 . 


习 题 四 
1. 讨论 函数 f(z) 和 g(z) 在 zx = 0 处 的 可 导 性 , 其 中 


_ J =z, rE€ER\Q, 
i={ 0 


Bj 宇 -zx?, rER\Q, 
he Z2， zeEeQ. 


2. 设 函 数 f(z) 在 (a,b) 上 有 定义 , 且 在 点 zo e (a,5) 处 可 导 , 并 
假定 序列 {zn} 和 {yn} 满足 


aa<zZzn<Zo<syn<b n=1,2,...， 


且 有 
本 
证 明 : 
lim fr) — fen) - Pr(zo) 
nm Yn— Tn 
3， 设 函数 f(z) 在 (-1,1) 上 可 导 , 且 满 足 |f(z)| < |sinzl, 求 
证 |F(O)|<1. 


4. 求证 : 
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(1) 可 导 的 偶 函数 , 其 导数 为 奇 函数 ; 

(2) 可 导 的 奇 函数 , 其 导数 为 偶 函 数 ; 

(3) 可 导 的 周期 函数 , 其 导数 为 相同 周期 的 周期 函数 . 
5. 讨论 下 列 函 数 在 指定 点 zo 处 的 可 导 性 : 

(1D) y= (2— D(z —2)(z — 3)3, zo = 1,2,3; 


1 2 
< i < 站 
(2) y= | zc 一 DC+D， 加 1 zo = —1,0,1. 


lz|—1, lz|>1, 
6. 设 函 数 f(z) 在 [-1,1] 上 有 定义 , 了 "(0) 存在 , 求 


OORT | 
7. 求 下 列 序列 的 极限 : 


1) 1i i 2 +sin 工 
(1) lim。 sin 73 + sin 7 sin aa|- 


(2) ,lim, (+ 去 ) (+ 总 )…Q+ 切 )- 

8. 设 已 (z) 为 最 高 次 系数 为 1 的 n(n > 1) 次 多 项 式 , M 为 已 (z) = 
0 的 最 大 实 根 , 求证 P'(M) > 0. 

9. 设 函数 p 在 点 a 连续 , f(z) = |z 一 alp(z). 求 f 在 点 a 的 左右 
导数 , 问 在 什么 条 件 下 f(z) 在 点 a 可 导 ? 

10. 给 定 曲线 y = z2 + 5z 十 4. 

(1) 确定 b, 使 直线 y = 3z + b 为 该 曲线 的 切线 ; 

(2) 确定 m, 使 直线 y = mz 为 该 曲线 的 切线 . 

11. 给 定 曲线 y = za 和 直线 y = pz 一 g, 其 中 p,g 为 实数 , 且 p > 0. 

(1) p 给 定 后 , 试 确定 q, 使 y = pz -4 是 y= zs 的 切线 ; 

(2) 利用 图 形 求 出 方程 za - pz + 9 = 0 有 三 个 不 同 实 根 的 条 件 . 

12. (1) 确定 m, 使 y=mzr 为 曲线 y=Inz 的 切线 ; 

(2) 利用 图 形 求 出 方程 nz 一 mz = 0 有 两 个 实 根 的 条 件 . 
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13. 问 抛物 线 y = z? 一 2z 一 1 在 哪 一 点 的 切线 垂直 于 直线 z+2y 


1=0? 
14. 求 下 列 函数 的 导数 : 


1 
(D y= V3+ i -2 


2z 一 Z2 
By Trot 

1 3/T- 
(5)y= 雹 1 YT; 


1 
了 过 二 二 
(7)y= Inz A; 


(9) y = secz; 


15. 确定 常数 a,b, 使 函数 f(z) = { 


函数 . 
16. 求 下 列 函数 的 导数 : 
(1) y = z(a2 十 z2)Wa2 — 12; 


(3) y= In(lnz); 


(5) y= In(z + Vat+ 22); 


(7) y = cos? 


(9) y = cos(cos V3); 


T— COs37; 


(1D) y= (e+e ™); 


(2) y = 72227; 
_ Zsinz+cosz. 


zsinz— cosz’ 
1 


OR 
(8) y= (z+2) lnz; 


cosT, 1 
(10)y = ln > 


(4) 


rz4 
ar +b, 


Z2， r<l 


攻 


有 连续 的 导 


a—7 
(6) y = Intan 3; 


(8) y = sin™” xz cosnz; 


| 
sin2 7 
10) y= 7; 
(10)y sin 22° 

1+cosz 

02) 7- 1 一 coszZ 


17. 设 在 z=1 处 有 二 f(z )= 计 六 (z), 求 证 (1)=0 或 10)=1 
18. 给 定 可 导 函 数 f(z) > 0, 证 明 函 数 y = f(z)sinaz (a > 0) 永 
远 夹 在 两 条 振幅 曲线 y = 土 /(z) 之 间 , 并 与 之 相 切 . 


19. 求 下 列 函 数 的 导数 : 


习题 四 ”173 


(Dy= zz (z>0); (0) y = zon (2 > 0); 
汪汪 (0 y= (+2) (2 >0); 
(5) y= 2 (z > 0); (6) y=e 2 (#0). 
20. 求 下 列 函 数 的 导数 : 

(D) y= arcsin V1 一 他 (2) y = arccos(sin z); 

(3) y= zarctanz — 3 In(1 + 22); 


V1l—z2—1 


(4) y = arctan i 
I 


2 四 
1 一 zZ2” 


(5) y = arctan(tan? 2); (FE) (2) (2) (a,b>0); 


(y=In (ereems 去 ) ; (8) y = In(e? + VTT es); 


2 
= a z 
(9)y 2V% 一 十 7 arctan = (a>0); 


1 2 2 1 
(10) y= 1 wt . arctan 人 


4vV5 mv 了 HT 2V5 
21. 求证 : 


lim 1 -4 


zoa 2 一 Q 


的 充分 必要 条 件 是 
ef(z) ~- eb 


lim 三 地 在 
za T—Q 


22. 设 曲 线 的 参数 表示 : z = acosst yy =asin3t (a > 0). 

(1) 求 y(z); 

(2) 证 明 曲 线 的 切线 被 坐标 轴 所 截 的 长 度 为 一 常数 . 

23. 求 精 贺 号 + 把 =1 在 第 一 象限 中 的 切线 , 使 它 平行 于 过 (0 
和 (a,0) 的 直线 . 

24. 证 明 曲 线 


(a >0) 


Zz =a(cost + tsint), 
y= a(sint— tcost) 


174 第 四 章 导数 与 微分 


上 任 一 点 的 法 线 到 原点 的 距离 等 于 a. 
25. 证 明 圆 r = 2a sin9 (a > 0) 的 向 径 与 切线 间 的 夹 角 等 于 极 角 . 
26. 设 函 数 z(t),y(t) 可 微 , 又 设 r = Vz2z 十 2,0 = arctan 试 
求 dr, dg. 
27. 求 下 列 二 元 方程 表示 的 函数 的 导数 型: 


(1) za+ 妈 一 zy =0; (2) arctan Y = =nV+y; 
(3) sinz + cos2y = 1/2; (4) (z2 4 —y2. 
28. 定义 双 曲 函数 
~ e-z te- 
sinh z 一 人 天 ， coshz 一 “他 
sinh Z 1 
tanhz = ooh cothz = i (z #0). 


再 记 arcsinhz,arccoshz,arctanhz 和 arccothz 分 别 为 sinhz,coshz， 
tanhz 和 cothz 的 反 函 数 . 
(1) 求证 : 


(sinh z)' = cosh z， (coshz)' = sinh x, 


tw 翅 习 = a (th : 


(2) 用 反 函 数 的 求 导 法 则 计算 : 


(arcsinhz)’, (arccoshz), (arctanhz)’, 


sinh? z 


(eeeotie)s (arcsinh(tanh z)) 


29. 设 曲 线 写 + 委 -1 与 zy = 和 相 切 , 其 中 a > 0,b > 0 给 定 . 
求 和 的 信 关 确定 急 线 方程 

30. 证 明 曲线 y = az (a > 0,a 1) 的 任 一 切线 上 从 切 点 到 与 = 
轴 的 交点 之 间 的 线段 在 > 轴 上 的 投影 为 一 常数 . 

31. 求 下 列 函数 的 微分 : 

(1) y = z2 — cos27; (2) y = ez sinbz; 

(3) y=In|tan (T+3) | (4)y = zsinr ; 

(5) y = arctan ez; (6) y = arcsin V1 z2. 


习题 四 175 


32. 设 uv 是 z 的 可 微 函 数 , 对 下 列 的 函数 求 dy: 


(1) y = arctan ; (2) y= In Vu + v3; 
抽 1 

(3) y = In|sin(w + v)l; (4) y= -7 

33. 利用 微分 求 近似 值 : 

(1) V1.02; (2) arcsin 0.49; 

(3) ee; (4) In 1.06; 

(5) /245; (6) V120. 


34. 单 摆 的 周期 公式 是 


T= 27. 人 
9 


其 中 ! 为 摆 长 (单位 : cm) , 9 = 980cm/s? 为 重力 加 速度 . 设 钟 摆 的 周 
期 为 1s, 在 冬季 摆 长 缩短 了 0.01cm, 这 时 每 天 大 约 快 多 少 ? 

35. 讨论 函数 f(z) = lz|? 在 点 z = 0 处 的 各 阶 导 数 . 

36. 求 下 列 函数 的 n 阶 导数 : 


(Dy=Ina’ (a > 0,4#1); (2)y= ; 


1 到 二 37 十 2 
(3) y= (4) y = sin3 zx; 
(i ns Wai 
(ER (8 y= 站. 
37. 设 y= (z+ VI+2z2)m, 求证 : 
(1+22)y" + zy = m2y. 
38. 证 明 切 比 雪夫 (Chebyshev) 多 项 式 T(z)= Ft cos(narccos 7) 


满足 方程 
(1 ~ 722)TY(2) — zT/(z) + n2Tn(z) = 0. 
39. 求 由 下 列 方程 所 确定 的 隐 和 函数 y(z) 的 二 阶 导 数 几 : 
(1) Ye + Y= Ya (a >0); 


(2) za + — 3ary=0 (a> 0). 
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40. 设 函 数 y = f(z) 由 参数 方程 


z= 2t+ tl, 
y= 16t4 + 9t3 sin |t], 


—00<t<+o0 


确定 , 计算 y = f(z) 在 点 zx = 0 处 的 各 阶 导 数 . 
41. 求证 : ， 
() 若 y= zn"-llnz, 则 yo = ey 


qan—l 
(2) 车 y= 和 则 y= CD" abe ad); 
(3) 车 y=z"-!le#, 则 y= Ge 
42. 设 ”为 正 整数 ， 
_ Jz"sin(ln|z|), Zz#0, 
f(z)= 人 z=0, 


求证 f(z) 在 点 z = 0 处 有 直到 n 一 1 阶 导 数 , 但 无 n 阶 导数 . 
43. 求证 : 


(1) 和 chatdl 一 zh)n 一 mazi 


k=0 

(2) > KE 一 1D)CRzk(1 一 zj 一 mm 一 1)z2; 
k=0 

(3) > (k 一 nzZ)2Ckzk(1 — 2)"* = ng(l — 2). 
k=0 


44. 设 函数 f(z) 在 点 x = 0 处 连续 , 而 且 
jo FD) (0) 


I 
求证 f'(0) = m. 
45. 设 函 数 y = f(z) 是 严格 单调 的 三 阶 可 导 函 数 , 而 且 f(z) 0， 
求 (三 5)G)(y). 
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上 一 章 中 , 我 们 着 重 介绍 了 导数 的 概念 及 计算 导数 的 各 种 方法 . 这 
一 章 , 我 们 将 主要 利用 导数 来 研究 函数 的 性 质 . 


85.1 微分 中 值 定理 


微分 中 值 定理 是 反映 函数 和 导数 之 间 联 系 的 重要 定理 , 是 利用 导 
数 研究 函数 的 桥梁 , 因此 它 是 一 个 强 有 力 的 工具 ， 灵 活 地 运用 它 可 使 
许 许 多 多 问题 的 解决 变 得 轻而易举 . 在 建立 微分 中 值 定理 时 需要 用 到 
如 下 的 费 马 (Fermat) 定理 , 因此 我 们 先 来 介绍 这 一 定理 . 

5.1.1 ” 费 马 定 理 


极 值 问题 是 数学 中 的 重要 研究 对 象 , 在 本 章 中 我 们 将 利用 导数 来 
讨论 此 类 问题 . 为 此 我 们 引入 
定义 5.1.1 ”车 函 数 f(z) 在 zo 的 某 个 去 心 邻 域 Uo(zo,5) 内 恒 


有 
f(z) < f(z0) (f(z) > f(z0)), 


则 称 zo 为 f(z) 的 极 大 (小 ) 值 点 , f(zo) 称 为 它 的 极 大 (小 ) 值 ; 若 在 
上 述 定义 中 , 不 等 号 严格 成 立 , 则 称 f(zo) 为 严格 极 大 (小 ) 值 . 极 大 
值 点 和 极 小 值 点 统称 为 极 值 点 , 极 大 值 和 极 小 值 统称 为 极 值 . 

从 图 像 上 来 看 , 一 个 函数 y = f(z) 若 在 zo 处 取 极 值 , 并 且 该 函数 
的 图 像 在 点 (zo, f(zo)) 处 存在 切线 , 则 该 切线 一 定 是 水 平 的 . 事实 上 ， 
我 们 有 

定理 5.1.1( 费 马 定 理 )” 设 函数 f(z) 在 U(zo,6) 中 有 定义 .车 zo 
是 f(z) 的 极 值 点 , 且 f'(zo) 存在 , 则 f(z0) = 0. 
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证 明 ”无 妨 设 (zo) 为 极 大 值 , 则 当 Az > 0 且 zo+Az € U(zo,6) 


时 f(zo + Az) — f(z0) <0. 
Arz 

令 Az 一 0+0, 得 jzo) <0. 

当 Az<0 且 zo+AzeU(zo,6) 时 ,有 

To + Az) — f(zo 
{Eo + Se) flr) >0. 

令 Azr 一 0 一 0, 得 f'(z0) > 0. 

综 上 所 证 , 推 得 f'(zo) = 0. 

注 ”使 得 f(z) = 0 的 点 zo 也 称 为 f(z) 的 驻 点 . 费 马 定理 告诉 
我 们 , 若 极 值 点 可 导 , 则 它 必 是 驻 点 . 例子 y = z3 在 z = 0 处 的 性 质 
告诉 我 们 , 驻 点 未 必 是 极 值 点 . 


5.1.2” 罗 尔 微分 中 值 定理 


定理 5.1.2( 罗 尔 (Rolle) 微分 中 值 定理 ) ” 设 函 数 f(z) 在 [a 
上 连续 , 在 (a,b) 内 可 导 , 且 f(a) = f(b), 则 在 (ob 内 至 少 存在 一 点 &， 
使 得 

f'(€)=0. 

证 明 ”因为 f(z) 在 [a,4] 连续 , 所 以 f(z) 在 [a,8] 上 有 最 大 值 M 
与 最 小 值 m. 如 果 M = mm, 则 f(z) 在 [a,j 为 一 常 值 函数 , 从 而 f(z) = 
0, Vz € [fa 此 时 , 我 们 可 取 (a,b 中 任意 一 点 作为 上. 如 果 M > m， 
则 M 与 m 至 少 有 一 个 不 等 于 f(a) = f(b), 不妨 设 M > f(a). 这 
时 , 必 存 在 e (a,b), 使 得 f(€) = M, 即 上 为 f(z) 的 一 个 极 值 点 . 再 
由 (8) 存在 , 并 且 应 用 费 马 定 理 , 得 f'(€) = 0. 

罗 尔 微分 中 值 定理 的 几何 意义 是 , 在 一 段 每 点 都 有 切线 的 曲线 上 ， 
车 两 端点 的 高 度 相同 , 则 在 此 曲线 上 至 少 存在 一 条 水 平 切线 (参见 图 
5.1.1). 

此 外 , 罗 尔 微分 中 值 定理 只 是 告诉 我 们 在 区 间 (a, 5) 内 存在 一 点 & 
使 得 f'(€) = 0, 但 并 没有 告诉 我 们 怎样 去 求 这 一 €. 事实 上 , 一 般 来 讲 ， 
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要 将 这 一 & 求 出 来 是 十 分 困难 . 其 次 , 在 很 多 时 候 我 们 会 发 现 , 满足 这 
样 要 求 的 & 可 能 有 很 多 , 甚至 有 可 能 是 无 穷 多 个 . 


y 


图 5.1.1 


例 5.1.1 设 函 数 f(z) 在 (a,b) 上 可 微 , 证 明 f(z) 在 (a,b) 内 的 
两 个 零点 之 间 必 有 f(z) + f'(z) 的 零点 . 

证 明令 F(z) = erf(z), 由 罗 尔 微分 中 值 定理 知 , 在 f(z) 的 两 
个 零点 之 间 必 有 

F(z) = er(f(z) + f(z)) 

的 零点 , 也 即 有 f(z) + f'(z) 的 零点 . 

例 5.1.2” 设 已 (z) 为 一 个 次 多 项 式 , 证 明 er -已 (z) =0 至 
多 有 n+ 1 个 不 同 的 根 . 

证 明 令 f(z) =er - Pu(z). 假若 f(z) 有 n+2 个 不 同 的 零点 ， 
则 由 罗 尔 微分 中 值 定理 知 , f'(z) = er 一 (P,(z))' 至 少 有 n+1 个 不 同 
的 零点 ; 然后 再 应 用 罗 尔 微分 中 值 定理 , 又 有 f”(z) =e* 一 (Ps(z))" 至 
少 有 nn 个 不 同 的 零点 . 如 此 下 去 , 即 知 ft"+1) = ez - (Pu(z))m+0 至 
少 有 一 个 零点 . 由 于 PB,(z) 是 一 个 n 次 多 项 式 , 所 以 这 就 蕴涵 着 er 必 
有 一 个 零点 , 这 显然 是 不 可 能 的 . 这 一 矛盾 说 明 er - PP(z) = 0 至 多 
有 n+1 个 不 同 的 根 . 

例 5.1.3 设 函 数 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 f(0) = 
f(1) = 0. 再 假设 f(to) = a, 其 中 to & (0,1). 证 明 : 存在 6e (0,1), 使 
得 f(€) = a 
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证 明 车 ac = 0, 利用 罗 尔 微分 中 值 定理 即 得 . 
现 设 a 关 0. 构造 辅助 函数 


F(z) = f(7) 一 av， 
则 F(z) 在 [0,1 上 连续 , 在 (0,1) 内 可 导 , 并 且 有 
F(0)=0, F(l)=~-a, F(to)= (1 一 加 )a. 


由 于 F(1)F(to) < 0, 因此 在 (to,1) 中 必 存 在 n, 使 得 F(m) = 0. 
因此 我 们 在 [0,m] 上 对 F(z) 应 用 罗 尔 微分 中 值 定理 , 可 知 在 (0,7) C 
(0,1) 中 存在 &, 使 得 F'(#) = 0, 即 六 = a 


5.1.3 ” 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 


罗 尔 微分 中 值 定理 要 求 所 考虑 的 函数 在 所 讨论 区 间 的 两 端点 有 相 
同 的 函数 值 , 这 给 它 的 应 用 范围 带 来 很 大 的 限制 . 因此 , 一 个 自然 的 问 
题 就 是 ， 如 果 将 罗 尔 微分 中 值 定理 中 的 条 件 “f(a) = f(b)” 去 掉 , 将 
有 什么 结论 呢 ? 其 实 , 如 果 将 坐标 轴 去 掉 , 纯粹 从 几何 上 来 看 , 罗 尔 微 
分 中 值 定理 是 说 , 在 一 段 每 点 都 有 切线 的 曲线 上 至 少 有 一 点 的 切线 平 
行 于 两 端点 的 连 线 . 而 这 正 是 一 个 可 微 函数 的 图 像 所 具有 的 几何 特征 . 
因此 , 如 果 将 罗 尔 微分 中 值 定理 中 的 条 件 “f(a) = f(b)” 去 掉 , 则 有 如 
下 的 定理 : 

定理 5.1.3( 拉 格 朗 日 (Lagrange) 微分 中 值 定理 ) ” 若 函 数 f(x) 
在 [a,5] 上 连续 , 在 (a,b) 内 可 导 , 则 在 (a,b) 内 至 少 存在 一 点 6, 使 得 


1'(é) = -0. (5.1.1) 
证 明 ”考查 f(z) 减 去 过 (a, f(a)) 和 (b, f(b)) 这 两 点 的 直线 所 确 


定 的 线性 函数 而 得 到 的 函数 ， 
Fo) =70)- [70+ -19 -a). 


容易 验证 , 这 样 定义 的 函数 F(z) 满足 罗 尔 微分 中 值 定理 的 所 有 条 件 . 
因此 , 存在 《e (a,b), 使 得 
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Fl) =7(0) -1 Ee {© -o 
即 
70= 9. 


注 (1) 在 上 述 定理 中 ， i f(z) 在 以 a 和 5 为 端点 的 
闭 区 间 满 足 所 有 的 条 件 , 不 难看 出 , 对 a > " 的 情形 , 拉 格 朗 日 微分 中 
值 定理 仍 具 有 同样 的 形式 . 

(2) 公式 (5.1.1) 有 时 也 称 为 拉 格 朗 日 中 值 公式 . 在 实际 应 用 时 , 常 
将 拉 格 朗 日 中 值 公式 写成 如 下 形式 


fla+h)— f(a) = f(Ah, 
这 里 =b 一 a 可 以 是 正 数 , 也 可 以 是 负数 , 而 上 则 位 于 4 与 a+h 之 


间 . 有 时 , 为 了 避免 “& 位 于 a 与 a+h 之 间 ” 可 能 出 现 的 两 种 情形 , 常 


将 上 式 改写 成 
flat+h)= f(a) + f(a+ Oh)h, 


其 中 0 = 
位 于 oa 与 a+ 尹 之 间 的 缘故 . 

此 外 , 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 的 几何 意义 如 图 5.1.2 所 示 , 即 在 一 
段 每 点 都 有 切线 的 曲线 上 至 少 有 一 点 的 切线 平行 于 两 个 端点 的 连 线 . 


y 


因为 & 


办 3X， 


~“ 


图 5.1.2 


由 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 立即 可 推出 如 下 两 个 十 分 有 用 的 结论 : 
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推论 1 设 函 数 f(z) e Cla,, 且 在 (a,5) 内 可 导 . 若 f'(z) = 0， 
则 f(z) = C, 其 中 C 是 一 常数 . 

证 明 ”对 vz elo 在 [a,z] 上 应 用 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 知 ， 
存在 上 e (a,z), 使 得 


0= f'(e) = {Ee - f(z) ~ fo) 


由 此 即 得 
f(z)= f(a)=C. 

推论 1 的 结论 似乎 是 显然 的 , 但 如 果 不 利用 微分 中 值 定理 , 似乎 
很 难 证 明 它 . 

推论 2 设 函 数 f(z),g(z) e Cla,, 且 在 (a,5b) 内 可 导 . 若 f(x) = 
gz) 则 f(z) = g(z) +C, 其 中 C 是 一 常数 . 
证 明 对 f(z) -g(x) 应 用 推论 1 即 得 . 
例 5.1.4 证明 当 z> (1 十 z) < z. 
证 明 对 ln(1+z), 在 0 和 az 之 间 应 用 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 ， 

ln( Qs) = In1 = (n+a) = 二 


下 十 和 
其 中 在 0 和 之 间 ， 再 注意 到 , 当 z > 0 时 ,有 
1 1 
+z < 1+E 


得 


而 当 -1 <z < 0 时 , 有 


中 有 


1+é€ < 1 十 Z” 
便 知 所 证 不 等 式 成 立 . 
例 5.1.5 证 明 f(z)=z*(0<a<1) 在 [0,+co) 上 一 致 连续 . 
证 明 ”由 于 f(z) 在 [0,+cce) 上 连续 , 因此 它 在 [0,2] 上 一 致 连续 . 
于 是 , ve > 0, 361 > 0, 使 得 当 zl, zz e [0,2] 且 |z1 一 x2| < 6 时 , 有 


|f(z1) — f(z2)| < 
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另 一 方面 , 因为 f(z) = az?-1 在 [1, +oo) 上 严格 单调 递减 , 所 以 
在 [1,+co) 上 恒 有 |f'(z)| < a < 1. 于 是 , 对 Yz1, x2 e [1, +co), 应 用 
拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 , 得 


[f(z1) - f(z2)| = |f'(é)(z1 ~ 22)| < Iz1 — 22l. 


这 样 , 对 给 定 的 a, 取 bz = e, 则 当 z1,z2 e [1,+00) 且 |z1 一 22| < 2 
时 ,有 
If(z1) — f(z2)| < e. 

现 取 6 = min{61,62,1}, 则 Vz1, x2 e [0,+oo), 当 |z1 一 z2| < 6 时 ， 
一 定 有 zl, zz € [0,2] 或 z1, za e [1 +oo)， 从 而 必 有 |f(x1)-f(z2)| < e. 
这 表明 f(z) 在 [0,+co) 上 一 致 连续 . 

注 “从 上 例 的 证 明 中 可 以 看 出 : 若 一 个 函数 在 某 区 间 上 的 导数 有 
界 , 则 它 必 在 该 区 间 上 一 致 连续 . 此 外 , 上 例 也 说 明了 , 一 致 连续 的 函 
数 即 使 导数 存在 , 其 导数 也 未 必 在 所 论 区 间 上 有 界 . 

思考 题 ” 当 ca > 1 时 , 函数 f(z) = z? 是 否 在 [0,+co) 上 一 致 连 
续 ? 

例 5.1.6 证明: 对 任意 的 ze R, 有 

arctanz = arcsin (As ) 
i 
证 明 令 
f(z) = arctanz — arcsin (Fa 
则 有 


2 

fi 

f(s) =— -Oo Vit 0 vseR. 
1 到 Tz2 

1+72 


于 是 由 推论 1 知 f(z) = C, 而 f(0) = 0, 故 所 证 等 式 成 立 . 
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5.1.4” 柯 西 微分 中 值 定理 


为 了 将 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 作 进一步 的 推广 , 我 们 现在 换个 观 
点 来 看 这 个 定理 . 在 该 定理 的 条 件 下 , 我 们 有 /(&1) = 了 6) 二 /四 ,其 
分 子 是 机 数 f(z) 在 区 间 端 点 之 值 的 闪 而 其 分 母 可 以 看 成 郧 数 ， -vs 
在 端点 之 值 的 差 . 从 这 个 观点 来 看 , 一 个 自然 的 问题 是 : 能 否 将 y = z 
换 成 一 个 任意 的 函数 呢 ? 下 面 的 柯 西 微分 中 值 定理 回答 了 这 个 问题 . 

定理 5.1.4 ( 柯 西 微分 中 值 定理 ) ” 若 函数 f(z) 和 g(z) 在 (a, 
上 连续 , 在 (a,b) 内 可 导 , 而 且 g'(z) 关 0, 则 在 (a,b) 内 至 少 存在 一 点 &， 
使 得 


f(b) — f(a) _ f'(é) 
g(b) — g(a) 9) 
注 ”分 别 应 用 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 于 f(z) 和 g(z), 我 们 可 得 
fb) — fla) _ fF'(€1) 
gb) — g(a) 9g'(é2)" 
注意 , 这 里 的 & 与 &2 可 能 是 不 一 样 的 ! 因此 , 我 们 不 能 简单 地 应 用 拉 
格 朗 日 微分 中 值 定理 来 证 明 本 定理 . 
证 明 ”对 函数 g(z) 应 用 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 (或 罗 尔 微分 中 
值 定理 ), 可 知 g'(z) 关 0 蕴涵 着 g(a) 尖 9(b). 仿照 拉 格 朗 日 中 值 定 理 的 
证 明 方法 , 令 


(5.1.2) 


f(b) — f(ao) 
g(b) — g(a) 


则 G(z) 满足 罗 尔 定理 的 所 有 条 件 . 于 是 , 由 罗 尔 定理 知 , 存在 £ e (a, 5b)， 
使 得 G'(#) = 0. 整理 即 得 公式 (5.1.2). 
柯 西 微分 中 值 定理 的 几何 意义 是 , 若 uv 坐标 平面 的 曲线 由 参数 
方程 
{ = g(z), 
z€[a,b] 


(v= f(2), 


Gz) = Ja — Ja + A =f (ot) -sg 
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给 出 , 其 中 f(z) 和 g(x) 满足 定理 的 条 件 , 则 存在 5 e (ob 使 得 过 
点 (9(5), f(&)) 的 切线 平行 于 两 端点 的 连 线 . 
此 外 , 类 似 于 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 , 柯 西 微分 中 值 定理 也 常 写 成 
如 下 形式 : 
f(b)— fla) _ f'(a+0(b— a)) 
g(b)—gla) g(a+0(b— oa) 
其 中 0<9<1, 上 且 不 要 求 b>a. 
例 5.1.7 设 函 数 f(z) 在 区 间 (0, 1] 上 连续 , 在 区 间 (0, 1) 内 可 
导 , 而 且 fim Vzf'(z) = 上 证 明 f(z) 在 区 间 (0, 1] 上 一 致 连 续 . 
证 明 由 ,mo Vzf(z) = 可 知 ， 存在 M>0 和 0<c<1, 使 


得 
Vif(o < M, vrelo,d. 
现任 取 z1, zz e (0, dz1 # zz, 应 用 柯 西 微分 中 值 定理 , 可 得 
fe) fea) FE) 

VE ~ le AV 

其 中 上 位 于 zl 和 zs 之 间 . 于 是 , 有 
lf) -f(za)| < 2MIVE - Vail. 

当然 , 上 式 对 zi = za 亦 成 立 . 再 注意 到 


|Vii — Vi2l? <1Vii — VzallVzi + Vzal 


=|z1 — z2l, 


对 ve > 0, 只 需 取 6 = 
便 有 


iy 则 当 zt, z2 € (0, qd 且 |z1 一 zx2| <6 时， 
|f(z1) — f(z2)| <2M|Vzi — Val 
<2M|z1— z2|3 <e. 
这 表明 f(z) 在 (0, qd 上 一 致 连续 . 又 f(z) 在 区 间 (0, 1] 上 连续 殖 涵 
着 f(z) 在 区 间 [c, 1] 上 一 致 连续 , 从 而 便 有 f(z) 在 区 间 (0, 1] 上 一 致 
连续 . 
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从 本 节 内 容 可 以 看 出 , 罗 尔 微分 中 值 定 理 是 一 个 基本 的 结果 , 拉 格 
朗 日 微分 中 值 定理 是 罗 尔 微分 中 值 定理 的 直接 推广 , 而 柯 西 微分 中 值 
定理 则 是 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 的 一 个 重要 推广 . 它们 各 自 适合 不 同 
的 场合 , 是 我 们 利用 导数 研究 函数 的 强 有 力 工 具 . 


§5.2” 洛 必 达 法 则 


在 建立 求 导 法 则 和 求 导 公式 的 过 程 中 , 极限 的 理论 和 一 些 具体 的 
极限 起 着 决定 性 的 作用 .而 有 了 导数 理论 和 求 导 公式 之 后 , 又 可 利用 
它 解决 极限 理论 中 某 些 不 定式 的 极限 问题 

大 家 已 经 知道 , 如 果 我 们 已 知 

lim f(z) = A, lim g(z) = 
这 里 4, B,a 可 以 是 有 限 数 或 无 穷 大 , 那么 除去 某 些 例外 情形 , 我 们 可 
以 利用 下 面 的 极限 运算 法 则 去 求 它们 的 和 、 差 、 积 、 商 及 罕 - 指数 函 
数 式 的 极限 : 
(1) lim f(z) + g(z) = A+ B; 
(2) lim f(z) 9(z) = AB; 


日 运 雹 -px0) 

(4) lim 7(z)2 = A®. 
对 于 以 上 各 式 , 所 说 的 例外 情况 分 别 为 : 

(a) 在 (1) 中 出 现 两 个 同 号 无 穷 大 相 减 ; 

(b) 在 (2) 中 4 与 BB 之 一 为 0, 另 一 为 无 穷 大 ; 

(c) 在 (3) 中 4 与 B 同时 为 0, 或 者 同 为 无 穷 大 ; 

(dd) 在 (4) 中 4=1, B= oo, 或 者 4=B=0, 或 者 A4=o, B=0. 
这 些 例外 情形 所 涉及 的 极限 类 型 统称 为 不 定式 , 分 别 记 为 : 
0 oo 
0， 0 


所 有 这 些 不 定式 本 质 上 只 有 一 种 : 0 5: 其 他 的 不 定式 经 过 简单 的 变 


oo 一 oo， 0.oco， 1®, 00， eo0. 
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换 可 以 化 为 这 种 不 定式 , 如 0-0 = 0 就 成 为 0 型, 或 者 0.co = 三.o0 
变 成 拉 型 , 而立 = 了 /5 了 ,等 等 . 下面 我 们 利用 柯 西 微分 中 值 定 
理 来 给 出 这 种 不 定 定式 的 人 方法 洛 必 达 (L'Hospital) 法 则 . 以 后 我 
们 还 会 发 现 , 虽然 只 型 可 以 化 为 了 型 ,但 要 利用 洛 必 达 法 则 , 我 们 还 
必须 对 器 的 情况 进行 研究 


5.2.1 站 型 不 定式 


定理 5.2.1 ” 设 函 数 f{z) 和 %(z) 在 a 点 的 某 一 去 心 邻 域 Uo(a,5) 
上 可 导 , 而 且 满足 : 

(1) limf(7) = limg(z) = 

(2) g'(7) #0, Vz € Uola, O); 
f(z) _ 
z 一 ag'(Z) 


co)， 


天 有 /2) _ 1 fe) 
了 
由 gj 一 Sr 一 


证 明 。 先 考虑 4 为 有 限 数 的 情形 , 并 且 我 们 先 证 In oz = 4 


由 条 件 (1) 知 , 若 补充 定义 f(a) = g(a) = 0, 则 f(z), 9(z) 在 a 点 连续 . 

于 是 , 对 Vz e (a 一 6, a), 在 区 间 [z, al 上 应 用 柯 西 微分 中 值 定理 , 有 
f(z) _ f(z) -f(a) 大 GE) 
gl) 一 gogo 一 IC， te 

又 由 条 件 (3), 可 得 

7 jm {OD 

a g(€) sl gz) 

fz) _ 


im 
zma-0 g(T) 


同 理 可 证 _ lim 站 = 4 综合 起 来 就 有 lim {2) = 4 
+0 g(z) 252g(7) 


当 4= +oo, -oo 或 oo 时 , 证 明 类 似 , 请 读者 作为 练习 自己 给 出 . 


所 以 
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注 ”从 定理 的 证 明 可 以 看 出 , 把 z 一 a 改 为 z 一 a-0 或 z 一 a+0， 
上 述 定理 的 结论 仍然 成 立 . 

当 z 一 co 时 , 我 们 有 

定理 5.2.2” 设 函数 f(z), g(z) 在 U= {zr : |z| > a> 0} 上 可 导 ， 
而 且 满 足 : 

(1) im n f(z) 一 im n g(7) 二 仿 

(2) v9 #0, vz EU; 


lm } -4 (4 为 有 限 数 或 tco, oo)， 


则 有 


证 明 ”我 们 先 证 = 一 +oo 的 情形 . 作 自 变 量变 换 = = 了, 则 = 一 
+oo 相应 于 t 一 0 十 0. 于 是 有 


Ps ji ©) 


:Ro > ( I ) = ip a 
t 


并 且 由 条 件 (1), 有 
,7() 0 oo() = 由 


应 用 定理 5.2.1 于 开 区 间 (0, 上) 上 新 变量 + 的 函数 /(}) 和 g(}), 并 
注意 到 它们 关于 上 的 导数 为 


可 得 


4 

lim 加 = lim 加 

t—0+0 1 t=0+0 , /1 和 
“OOIG 
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r()- | 


到 LL 
汪 绪 o 区 ( 二 ) z= oo gi(z) 


t 
因此 , 我 们 有 /@ _, 
z 一 +oog(z) ~ 
同 理 可 证 * 一 -oo 的 情形 . 这 样 我 们 就 证 明了 Jp zy = 《成 
立 


注 “从 定理 的 证 明 可 以 看 出 , 把 x ”oo 改 为 xz， oo 或 v 
+o0, 上 述 定理 的 结论 仍然 成 立 . 
例 5.2.1 ” 求 极限 lim Sinnz 一 了 


z=0 sinz 一 Z“ 


解 ”这 是 一 个 了 型 不 定式 . 应 用 洛 必 达 法 则 , 可 得 


. Sinhz 一 Z coshzr 一 1 
lim = 


sinhz 
z-0sin7 一 7 xz-0c087 一 1 robsinz 
.> coshz _ 
r=0—COST - 
例 5.2.2 求 极限 1i V3 


Dn 
z 一 0+0 1 一 e2VZ 


解 ”这 也 是 一 个 了 型 不 定式 . 令 t= V5, 则 有 


i Z 1i t 四 1 = 
sto le ol er ™ to 20H 一 

例 5.2.3 求 极限 ,pz(F arctanz). 

解 这 是 一 个 0. co 型 不 定式 . 先 将 其 转化 为 型 不 定式 ,然后 
应 用 洛 必 达 法 则 , 可 得 

1 
二 一 arctan2Z 
i ) 一 
上 2 
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5.2.2 至 型 不 定式 
从 理论 上 来 讲 ， 守 型 不 定式 可 化 为 9 型 . 但 是 有 时 候 这 样 做 会 使 


问题 更 为 复杂 , 致使 问题 的 解决 失败 . 例如 , 求 .lim (a > 0). 如 
果 将 它 化 成 


lnz Ta 
并 


nr 

则 分 子 、 分 母 分 别 求 导 后 所 得 表达 式 比 原来 的 函数 还 要 复杂 . 因此 , 我 
们 有 必要 专门 研究 求 去 型 不 定式 极限 的 方法 . 

定理 5.2.3 ” 设 函 数 f(z), 9g(z) 在 a 点 的 某 一 去 心 邻 域 Uo(a, 60) 
(5o > 0) 上 可 导 , 且 满足 : 

(1) limg(z) = %; 

(2) g'(7) #0, Vz € Uo(a, 60); 

， 8(z) _ 

(3) img = 上 (4 有 限 数 或 土 oo, co)， 

则 有 


, f(z) 
dn la) = 
证 明 ”只 对 Le R 和 z 一 a 一 0 的 情形 证 明 , 其 他 的 情形 请 读者 
自己 给 出 证 明 . 
Ye > 0, 由 条 件 (2) 和 (3) 知 ,361 > 0,0< 6 < bo, 当 a-6 <C<a 
时 , 有 


太 加 
0d < 
对 已 经 取 定 的 页 及 ze (a 一 651,0), 在 [a 一 51,z] 上 应 用 柯 西 微分 中 值 
定理 ， 存在 te€[a—6,2), 使 

fz) fey) 7G) 

9(z) — g(z1) PAC 


这 里 zl =a 一 61,€ € (a 6,0). 上 式 可 化 为 
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"(©) 


1(5) = /21) -4 人) -9(z0)] = [SE dg) -g(a)] 


9 (6) 
整理 得 
7 了 (5) 


/四 -=UeD -to(2)] + [98 - 


在 上 式 两 边 同 除 以 g(z), 可 得 
fz) _ jy [2 - dh- sey] + jz 一 tc 


9(z) 9/(6) g(z) 9g(z) 
又 由 于 lim ug(z) = oo， 故 对 固定 的 z1, 有 
f(z1) -tg(z1) _ gD) _ 
dns 9g(z) 三 a 0 g(z) 
所 以 362(0 < 62 < 1), 使 得 当 a 一 6。< xz<a 时 ,有 
f(z) — tg(z)| < ju| <l. 


9g(z) 2 9(z) 
令 5=min{61,62}, 则 当 a-5<z<a 时 ,有 
jz) 


dF) hi gd), |f(e) ~ Lgle1) 
可 -lz 交 -由 - 纺 |+| 6 
了 
人 
f(z) 
因此 lim zz) = 


本 [9g(z) ~ g(z1)]. 
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注 把 z 一 a 改 为 z 一 a 一 0 或 z 一 a+0, 上 述 定 理 的 结论 仍 


然 成 立 . 


定理 5.2.4 ” 设 函数 f(z), g(z) 在 U= {zx : |z| >h >0} 上 可 导 ， 


而 且 满 足 : 
(1) lim g(7) = 
(2) g'(z) #0, vr € U; 
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(3) lim f(r) _, (4 有 限 数 或 +co, co)， 


zg'(7) 
则 有 . 
lim f(z) = lim f(z) £ 


sg(7) soglz) 一 


本 定理 的 证 明 类 似 于 定理 5.2.2 的 证 明 , 请 读者 作为 练习 自己 补 


证 . 

注 “把 z 一 oo 改 为 z 一 -oo 或 z 一 +co, 上 述 定理 的 结论 仍然 
成 立 . 

例 5.2.4 ” 求 极限 lim ae: 其 中 = > 0. 


oT 


解 ” 这 是 一 个 型 不 定式 , 应 用 定理 5.2.4, 有 


1 
lInz 工 1 


lim = lim 
T+o0 TE Z 一 十 oo EXE 一 1 


例 5.2.5。 求 极限 lim 开 , 其 中 > 0， 


一 +co ez ， 


解 ”这 也 是 一 个 去 型 不 定式 , 应 用 定理 5.2.4, 有 


= lim = 
一 十 co ETE 


a 
Pe 
lim 一 = lim 
Z 一 十 co 6T z—+00 


aza 一 1 


-pe ee 
设 工 是 一 个 区 间 , n 是 一 个 非 负 整 数 , 在 今后 我 们 用 记号 Cn7 表 
示 工 上 所 有 具有 n 阶 连续 导数 的 函数 的 集合 ; 用 记号 C%7 表示 7 上 
具有 任意 阶 导数 的 函数 的 集合 . 特别 地 , C0 表示 I 上 所 有 连续 函数 
的 集合 . 
例 5.2.6 设 函 数 


GS #0, 
| 
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证 明 f(z) € C™(-00, 十 00). 


证 明 ” 当 z 关 0 时， 
f(z) = se 7; 
当 z=0 时 ， 
f(D)-f0) _ ew _ er 1 
pr = 1 
1Q -四 一 工 (让 
t 
i 
且 :1 
yr DE i, 
坊 1- 瑟 0 


所 以 f(z) € C1(-00, +oo). 
继续 求 导 , 我 们 发 现 f("(z) 具有 如 下 形式 : 


f(r) = 人 (3) eH, so#0, 


其 中 Pn(w) 为 变 元 u 的 3n 次 多 项 式 . 

下 面 我 们 来 证 明 上 述 断 言 为 真 . 事实 上 , 当 n = 1 时 , 我 们 已 证 它 
是 对 的 . 现在 假定 其 对 正 整数 ”成 立 , 我 们 来 看 n+1 的 情形 . 当 z 产 0 
时 , 我 们 有 


Jo+D(z) = [SB (2) -Bn (下 )]s- = Pant (2)e- 去 ， 
而 


0, z=0, 


oO 四 了 Be jim Bs 0 (2=1). 
这 样 , 我 们 就 证 明了 上 述 断 言 . 由 此 推 知 f(z) 任意 次 可 微 , 即 f(x) < 
Coc (一 oo, 十 oo). 

注 ”上 例 中 的 函数 是 一 个 重要 的 函数 , 在 今后 的 学 习 中 还 会 多 次 
遇 到 它 . 这 个 函数 可 以 用 来 说 明 很 多 问题 . 
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5.2.3 ”其 他 类 型 不 定式 

通过 变量 替换 , 我 们 总 可 把 其 他 形式 的 不 定式 转化 为 和 型 和 2 
型 , 具体 采用 什么 样 蔡 换 , 这 要 对 具体 问题 做 具体 分 析 , 灵活 对 竺 . 

例 5.2.7 求 极限 7 Inz (a > 0). 

解 ” 这 是 一 个 0. co 型 不 定式 . 我 们 有 


1 
, lnz . 1 
lim zinz= lim 一 = lim 2 一 lim ——z°=0. 
z 一 0+0 z 一 0+0 1 z 一 0+0 _ z 一 0+0 @Q 
3 Za 


例 5.2.8 ” 求 极 限 lm (++ (其 中 ak > 0, k= 
1,2,…n), 这 里 a = 0 或 士 oo. 
解 令 
2 (H+ + 
n 
1 了 十 3 十 … 十 
a .十 az 
my 
下 面 我 们 分 三 种 情况 来 求 lim Iny. 
(1) z 一 0 的 情形 . 此 时 , 应 用 洛 必 达 法 则 , 有 
afy lnal 十 aoglna2 十 … 十 omlnan 
of 十 咀 十 十 嗓 


mm 
= ln(alaz.……an) 
一 In Vaia2 :an. 

所 以 limy = Yaia5r 5, 即 所 求 极限 为 这 n 个 数 的 几何 平均 . 


(2) z 一 +eo 的 情形 . 此 时 , 记 M = max{fal,az，… ,an}， 应 用 洛 
必 达 法 则 , 有 


aflnal 十 o3lna2 十 .… 十 oilnan 
af 十 3 十 … 十 x 


lim lny= lim 
z+o0 z 一 十 oo 


85.2 洛 必 达 法 则 195 


和 (各 ) M(t le 
+ 
=lnM. 
所 以 
slim y = M = max{a1,a2.… ,an}. 


(3) z 一 -oo 的 情形 . 此 时 , 令 m = min{a1,a2,… ,an}, 应 用 洛 
必 达 法 则 , 有 


lim lny = lim aflnal + olnas 十 … 十 azlnan 


一 一 oo 了 一 一 oo 呈 十 咯 十 … 十 o 有 
z z 了 
(二 ) Inai+ ( 空 ) Inaz+…+ ( 空 ) ln an 
= lm Ss ms 
| 
m m m 
=Inm. 
所 以 


lim y= m= min{fal az ,an}. 
zz 一 一 oo 
例 5.2.9 设 zoe (0, 1), 定义 zn = sinzn_1, n= 1,2,…. 证 明 
lim Vnzn = V3. 
no0 


证 明 ”首先 我 们 来 证 明 
1 1 1 
sm (ss -= 


事实 上 , 我 们 先 将 其 转化 为 2 型 不 定式 ; 然后 将 分 母 用 等 价 无 穷 小 量 
替换 ; 最 后 应 用 洛 必 达 法 则 , 可 得 


四 1 L Hin .72sin2z 
lim | 一 一 一 一 5)= lim 一 5 一 = lim 本 
>0\sin Z 7 z 一 0 2Z2 sin 7 一 0 了 

2z 一 sin 27 . 1 一 cos27 


一 473 二 翅 6z2 
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a sin2r _ 1 cos27 1 
Ter 2 3 3 
其 次 , 注意 到 
Osi= Ni 入 三 和 入 i 


利用 单调 收敛 原理 , 可 知 该 序列 收敛 , 而 且 可 得 zn 一 0(n 一 00). 这 
样 , 应 用 前 面 所 求 出 的 极限 , 可 得 


-im Gs 去 ) a (Bi 去 ) 到 


于 是 , 利用 第 二 章 82.1 中 例 2.1.13 的 结果 有 


名 一 了 


。 1 1 二 人 1 1 1 
im za -Jo (za ~ a) -由 5 (二 可 ) = 了 
从 而 
,im Vnzn = V3. 
最 后 我 们 须 指出 的 是 : 
(1) 并 非 所 有 的 了 或 之 型 不 定式 都 可 用 洛 必 达 法 则 求 其 极限 . 
例如 , 容易 证 明 
Hn 二 
一 oo 工 
但 是 a 
dm Cn im (1 十 cosZ) 


不 存在 . 因此 , 我 们 就 不 能 用 洛 必 达 法 则 确定 这 个 型 不 定式 的 极 
限 . 
(2) 应 用 洛 必 达 法 则 时 ,每 步 必须 验证 im_ 所 ) 是 否 存在 的 条 
件 , 否则 会 得 出 错误 的 结论 . 例如 , 显然 有 
ji = sinz _ 
2 +sinz 
但 若 盲 目地 使 用 洛 必 达 法 则 , 就 会 得 到 
i Z 一 Sinz li 工 一 cosZ i sinz -本 
了 Z 十 sinz 1+cosz Bs —sinz 


的 错误 结论 . 
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85.3 泰勒 公式 


用 简单 函数 来 逼近 复杂 函数 , 这 是 一 个 重要 的 研究 课题 . 一 般 来 
说 , 我 们 最 熟悉 而 又 十 分 简单 的 函数 就 是 多 项 式 函数 . 在 本 节 中 , 我 们 
将 考虑 两 类 多 项 式 的 逼近 问题 : 一 类 是 在 一 点 附近 的 逼近 问题 ; 另 一 
类 则 是 在 一 个 区 间 上 的 逼近 问题 . 

设 f(z) 是 区 间 7 上 的 一 个 函数 . 若 我 们 用 已 (z) 去 近似 它 , 则 

R(x) = jz) 一 已 (7) 

就 反映 了 近似 的 误差 . 一 个 好 的 逼近 就 应 该 能 够 根据 函数 的 性 质 求 出 
所 需 多 项 式 以 及 相应 的 控制 误差 , 并 且 还 要 使 得 误差 尽 可 能 地 小 . 

5.3.1 ” 带 佩 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 

设 函 数 f(z) 在 U(zo,5) 内 有 定义 . 车 f(z) 在 点 zo 处 连续 , 则 

f(z)— f(z0) = 0 (z 一 zo0)， 
即 
f(z)= f(z0) + ol) (一 zo); 
车 f(z) 在 点 zo 处 可 导 , 则 
f(z) = f(z0) + f'(zo)(z —z0) +o(z — 7z0) (z 一 20). 

由 此 可 知 , 车 用 线性 函数 f(zo) + (zo)(z - zo) 来 近似 f(z), 则 在 zo 
附近 , 比 用 f(zo) 来 近似 它 误差 要 小 得 多 . 若 f(z) 在 zo 处 具有 高 阶 
的 导数 , 则 我 们 有 

定理 5.3.1 ” 设 函 数 f(z) 在 zo 处 具有 n(n > 1) 阶 导数 , 则 有 


f(z) = flzo) + f(zo)(z — zo0)+ SC 一 Z0)2 十 …， 
(n, 
+ a oe- ce 本 各 


证 明 ”要 证 上 式 成 立 , 只 要 证 
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Bm (0 [Fen) + Fee) a0) + THe a0) 
(mn 
十 f(zo) (eo) (z 一 zo)"]) 苦 必 


即 可 . 对 上 式 左边 应 用 洛 必 达 法 则 (n - 1) 次 , 可 知 它 等 于 
1 [fn /nog) 


2 一 2Z0 


lim 
zzo nl 


最 后 的 等 式 成 立 , 是 因为 f(")(zo) 存在 . 定理 证 毕 . 
注 ” 当 f(z) 在 zo 处 具有 n(n>1) 阶 导数 时 , 我们 把 多 项 式 


LE) (so) 


-fo =0. 


已 (z) = f(z0) + f' (Zo)(z — zo) + 
让 A 


(z — zo)™ 

称 为 f(z) 在 zo 处 的 泰勒 (Taylor) 多 项 式 , 而 将 

f" (x0) 
2! 


f(z) = f(z0) + f' (zo)(z — zo) + (z — xo)? 


可 三 on — Zz0)" + Rn(7) 


称 为 f(z) 在 zo 处 的 泰勒 公式 , 其 中 已 ,(z) = f(z) - 已 (z) 称 为 泰勒 
公式 的 余 项 . 特别 地 , 当 zo = 0 时 , 我 们 称 此 时 的 泰勒 公式 为 麦克 劳 
林 (Maclaurin) 公式 . 
定理 5.3.1 告诉 我 们 , 当 f(z) 在 zo 处 存在 n 阶 导数 时 , 泰勒 公式 
的 余 项 为 
Rn(7)=0o((z—70)") (z 一 Z0). 
这 种 余 项 称 为 佩 亚 诺 (Peano) 余 项 . 


值得 指出 的 是 , 车 f(z) 在 点 zo 存在 n 阶 导数 , 且 在 点 zo 附近 成 
立 
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f(z) =a0 + ai(z — zo0) + +an(z — zo)" +o((z — x0)") (一 zo)， 
(5.3.1) 
则 必 有 yea) 
or = (k=0,12,,n). 
事实 上 , 在 (5.3.1) 式 中 令 z 一 zo, 即 得 
ao = f(z0). 
现 将 (5.3.1) 式 改写 为 
f(z) — f(z0) = a1(z — Zz0) + +an(z — Zz0)" +o((z — z0)"). 
当 z 去 zo 时 , 两 边 除 以 (z 一 zo), 并 令 z 一 zo0, 即 得 
al = f(z0). 


再 将 上 式 中 17(zo)(z 一 z0) 移 到 等 式 左边 , 两 边 除 以 (z 一 z0)?, 并 令 z 一 
zo, 即 可 推出 


依 此 类 推 即 可 证 明 我 们 的 结论 . 

以 上 论述 说 明了 f(z) 在 zo 处 的 多 项 式 逼 近 的 某 种 唯一 性 , 它 将 
给 我 们 寻找 f(z) 的 泰勒 公式 提供 许多 方便 . 

例 5.3.1 求 f(z) = ez 的 带 佩 亚 诺 余 项 的 麦克 劳 林 公式 . 

解 由 j/(z)=er, 且 e0o=1, 得 


nd 
k= 一 页 ， k=0,1,.…,n, 
所 以 2 n 
2 也 
=1++ 可 + 守 +o(5 ) (z—0). 


例 5.3.2 求 f(z) = sinz 的 带 佩 亚 诺 余 项 的 麦克 劳 林 公式 . 
解 ” 由 f(z) = sin (= 十 全) 得 
2 
FEO0)=0, CD 一 (0 大 一 0 


200 第 五 章 导数 的 应 用 


n—1 
@n—1)! 
例 5.3.3” 求 f(z) = cosz 的 带 佩 亚 诺 余 项 的 麦克 劳 林 公式 . 
解 JWG) =cos (z+ 名 ), 得 

FE = (-1) ft)(0)=0, k=0,1,..,n, 


所 以 


+olz2n) (z 一 0). 


2 z2n a 
"OS = he i 3 on. Ey 
cosz=1 pp 十 本 +… 十 (-1) ny 十 ofz ) (z 一 0). 


例 5.3.4。 求 1tz) = nl + 可 的 带 仙 亚 诺 余 项 的 麦 训 劳 林 公式 . 
解 由 JW =(-D)! 夺 二, 得 


f(0)=0, FOO0) = kD k=1,2,.,n, 


所 以 

im) =g 一 守 + 守 二村 ("本 二 o(e") (z — 0). 

例 5.3.5 求 f(z) = (1+z)* (a eRR) 的 带 佩 亚 诺 余 项 的 麦克 劳 
林 公 式 . 

解 由 79(z)=alae-1D…(a 一 k+DG+z) 得 
a(a—1):……(a—k+1) 


ao=1, 局 2 
所 以 
Q+ae =1+art T+... 
总 对 ci 一 1 
Crp En Coma Tn) 二 n+yan+oan) (2 0. 


例 5.3.1 一 例 5.3.5 中 函数 的 麦克 劳 林 公式 在 今后 的 各 章节 及 后 续 
课程 中 经 常 要 用 到 , 读者 应 牢 牢 地 记 住 它们 . 
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例 5.3.6 求 ftz) = sin2(1 + z2) 的 带 佩 亚 诺 余 项 的 麦克 劳 林 公 
式 . 
解 ”如 果 直 接 求 导 , 则 很 难 找到 n 阶 导数 的 一 般 形式 . 我 们 下 面 
根据 泰勒 公式 的 唯一 性 , 利用 上 面 已 知 函 数 的 泰勒 公式 来 求解 此 题 . 
由 于 


sin2(1 + £2) = 了 一 3 cos(2 + 27?) 


1 1 
=3 3 (cos2cos(27”) 一 sin2sin(2z?))， 


而 
2 _ 1 _ (2z2)2 (2z2)4 (2z2) 2 4n+2 
co 
0 2 972 (2z2)3 1(27°)2"—! 4 
sin(2z”) = 2z” 一 sr +… 十 (一 1)”" Cr 十 oflz 知 )， 
因此 
| 2 si 
sin2(1 十 z2) 一 2-3 cos2 + (sin2)z2 + (cos2)z4 一 一 os 
23 cos2 22n-2sin2 
是 8 .nl 4n 一 2 
而 2Z3 +… 十 (一 1) Gn 
22n—1 
+(—D"t12 cos2 74n olztn) (2 0). 


(2n)! 
由 于 f"(z) 的 n 阶 导数 是 f(z) 的 n+1 阶 导数 , 因此 若 
jz) = al 二 aaz 二 asz2 十 … 十 anzn +o(rz™!) (rz—0), 
则 f(z) 具有 如 下 的 泰勒 公式 
f(z)=f(0)+a1r+ 7 十 全 十 … 十 Pen +o(z") (z— 0). 


下 面 我 们 利用 这 一 结果 , 导出 arctanz 和 arcsinz 的 麦克 劳 林 公式 . 
例 5.3.7 求 arctanz 的 带 佩 亚 诺 余 项 的 麦克 劳 林 公式 . 
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解 ” 由 于 


(arctanz) = 


下 三 1—z2+74+ + (1)"r2" 十 o(z2n+l) (z 一 0)， 


因此 


下 
arctan7 一 2 一 了 7 站 


(人 1) 2m 十 1 2n+2 
5 对 7 十 oz ) (z 一 0). 


求 arcsinz 的 带 佩 亚 诺 余 项 的 麦克 劳 林 公式 . 


例 5.3.8 
解 ”由 于 
1 1! 

(arcsinz)' = (1 — 22)-3 =1+ 训 7 十 i dems 
=i 
Ge" + omt) 一 9 


因此 


了 11 3 ,13! 5 
arcsin7 一 7 十 子 202 十 27 Ne 


二 1 ee 2 + ozmt?) (一 0)， 
下 面 我 们 再 举 几 个 例子 来 说 明 如 何 求 一 个 函数 的 泰勒 公式 . 
例 5.3.9 ” 求 esss 的 带 佩 亚 诺 余 项 的 麦克 劳 林 公式 ( 展 到 z4). 
解 ”如 果 直 接 求 高 阶 导数 , 计算 则 比较 复杂 . 我 们 利用 e* 在 w= 
0 及 cosz 在 z=0 的 泰勒 公式 来 求 之 . 


cosz 
e 


一 e.ecosz-1 


1 
=e[|1+eosz 一 1 十 Ce +o((cosz 一 Da?] 
二 


=e[1+ (得 十 国 + ole')) + 寺 (- + +o(z)] 


一 e 一 3 生 和 +olz4) (z 一 0). 


例 5.3.10 ” 求 ezln(1 +z) 的 带 佩 亚 诺 余 项 的 麦克 劳 林 公 式 ( 展 
到 z4 ). 
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解 ”我 们 利用 er 和 ln(1 +z) 的 麦克 劳 林 公式 得 
zr? 3 4 
扫 + 妾 +e) 人- 和 + 旦 - 芋 +o09) 


=z+ 守 + 守 +ola4) (z — 0). 


下 面 我 们 来 给 出 泰勒 公式 的 一 些 简 单 应 用 . 
例 5.3.11 求 极限 ,lim (Vz3+3z 一 V22 一 27). 
解 ”这 是 一 个 oo - co 型 不 定式 , 当然 可 用 洛 必 达 法 则 来 求 此 极 
限 . 下 面 我 们 用 泰勒 展开 来 求 极限 . 
lim (zr3+3r— V7? — 27) 


= 人 + 习 - -| 


= ed) he 


er ln(1 十 Z) = (1+z+ 


=1. 
例 5.3.12 求 极限 lim n?(1 一 nsin 2). 
解 ”将 原 式 恒 等 变 形 , 利用 泰勒 公式 得 
lim m( — nsin 2) = lim 双人 一 Sin 2) 
n—o0 n mn 一 co \n n 


-起 全- 车- 区 


5.3.2 ” 带 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 公式 


上 面 我 们 讨论 了 函数 在 一 点 附近 用 多 项 式 有 逼近 的 问题 , 相应 的 误 
差 只 给 出 定性 描述 , 不 能 具体 估计 误差 的 大 小 , 所 以 它 只 适用 于 求 无 穷 
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小 量 的 阶 或 求 极限 等 问题 . 若 要 具体 计算 函数 值 并 且 达 到 预先 指定 的 
误差 , 就 需要 给 出 误差 的 定量 描述 . 带 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 公式 就 是 
为 了 解决 这 一 问题 而 产生 的 . 

定理 5.3.2” 设 f(z) e Cn[a, 中 , 而 且 在 (a,b) 内 存在 n+1 阶 导 
数 , 则 对 任意 z, zo e [a,9], 有 


f(D) = eo) + LD (ez0) + LE -ao 


nn jy (5.3.2) 
ee en) 全 


5 (n+1)! 


其 中 5 介 于 > 与 zo 之 间 . 
证 明 ” 作 两 个 辅助 函数 : 


FO= 7) [FO+ EOD + Gy 


(n) 
+ 人 oo] 


和 
G(t) = (z —t)"+l. 
容易 验证 它们 在 [zo,z]( 或 fz,zol) 上 连续 , 在 (zo,z)( 或 (z,zo)) 内 可 
导 , 且 F(z) = G(z) = 0. 我 们 应 用 柯 西 微分 中 值 定理 , 并 且 注 意 到 
v 了 
的 = -人 


便 有 


(z-t)", GG(t)= -n+1)(z—t)", 


F(zo) _ F(zo) — F(z) _ FPF'(€) _ f+9(€) 
Glzo) Glzo) -Gz) GE) (n+D!? 


这 里 上 介 于 zx 与 zo 之 间 . 由 此 即 得 


jG =f(e0) + LD (es0) + {P(e so) 


f(z0) ftD(G) 
十 二 一 0) CT 


(z 一 Zo)?+1. 
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定理 得 证 . 
注 (5.3.2) 中 的 余 项 人 - 总 e 一 zojn+1 称 为 拉 格 朗 日 余 项 . 
另外 , 我 们 可 将 上 述 定理 中 的 & 表 为 
€=z0+9(z 一 x0)， 其 中 0<0<1. 


下 面 我 们 列 出 几 个 常见 函数 的 带 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 公式 : 


二 eor 四 
二 十 EE We 
ez + + 页 + 全 Ti 
人 oo<Z<+oo0<0<1)i 
2n-1 
2 COs br 
一 2 一 一 PO 一 1 2n+1 
sinz=2 “+(-1) Gn +(-1) Gn 


Co 


+ (1)"+1 cosOz £2n+2 


2 
Ge 区 三 1 一 页 二 本寺 人 直人 (有 Gna 


人 立 Ey 
(-oo <Z<+too,0<0<1); 
z+tl 
(n+1)(1+0r)"+! 


2 n 
In(1+z)=7— + (CD + 1) 


(lz|<1,0<0<1); 


< D 24. (0D “(a— ntl) yn 


a 三 ,7 
(1+2)° =1+az+ 元 


(a- D(a ln 
EA Tn (1 + 07) Mt 
(lzl<1,0<0<1). 


利用 拉 格 朗 日 余 项 , 我 们 可 以 估计 在 整个 区 间 上 f(z) 用 泰勒 公式 
逼近 时 的 误差 . 这 在 实际 应 用 中 是 十 分 重要 的 . 

例 5.3.13 求 e 的 近似 值 , 使 得 其 误差 不 超过 10-5. 

解 ” 在 er 的 带 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 公式 


nn 6z 
并 I e 
er=1 to 
十 直下 击 m+ mr 


十 


十 1 


206 ”第 五 章 导数 的 应 用 


中 令 z=1 得 
1 
e 一 1 二 1 十 页 十 … 十 


这 样 , 欲 使 


上. e9 


i 0 


eo 3 i 
mi mr 
只 需 取 n= 8 即 可 . 于 是 , 有 


0 


1 1 
erl+t+1l+F+…+8 作 2.71828. 


例 5.3.14 ” 试 证 是 无 理 数 . 

证 明 ”用 反 证 法 . 假设 e 是 有 理 数 , 它 表示 成 分 数 时 的 分 母 为 N. 
现 取 正 整 数 n > max{N, 3}. 根据 es 的 带 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 公式 ， 
得 1 1 9 

e 
e- (1+1+ 到 + 二 页) = 而 守 Dy 
这 里 0<9 < 1, 从 而 1<e% < 3. 上 式 两 边 乘 以 ww, 得 
1 9 
me— (1+1+ 友 +…+ 宙 )| = 二 1 


上 式 左 边 是 整数 , 而 右边 满足 


0< 二 < 
这 一 矛盾 说 明 e 是 无 理 数 . 
例 5.3.15 ” 求 极限 ,lim nsin(2ren!). 
解 ”根据 e= 的 带 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 公式 , 得 


1 1 1 ee 
le=n!(1+1 .5 
nle 一 mi(L+I+ 责 二 + 二 丽 霹 间 
天 二 -二 

n+l (n+2)(n+1)’ 


其 中 0<9<1, 而 
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是 正 整数 . 于 是 , 我 们 有 


2 中 2me9 ) 


No . 27 2re 
dm, nsin(2ren!) im nsin (2kr+ nrit mranr 


lim nsin ( + 2 ) 
nmo0 n+l (n+2)(n+1) 


6 


= 27. 


5.3.3 ” 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 


在 实际 应 用 中 大 量 的 函数 都 是 用 表格 给 出 的 , 为 了 进行 理论 研究 
和 工程 设计 , 需要 寻找 与 已 知 函 数值 相符 而 形式 简单 的 函数 去 近似 它 ; 
有 许多 函数 虽 有 表达 式 , 但 其 形式 不 适宜 计算 机 使 用 , 需要 寻找 形式 便 
于 计算 的 函数 去 逼近 它 . 解决 这 类 问题 的 最 基本 方法 之 一 就 是 多 项 式 
插值 法 . 多 项 式 插值 法 的 一 般 提 法 如 下 : 
设 y = f(z) 是 在 区 间 [a,9] 上 定义 的 某 个 函数 , 已 知 它 在 该 区 间 
上 nn 十 1 个 不 同 点 zo,z1,z2,… ,zn 处 的 函数 值 为 
yi= f(zi) (i=0,1,2,..,n), 
寻找 一 个 多 项 式 已 (z), 使 得 
Pl(zi)=y (i=0,1,2,..,n). (5.3.2) 
对 于 给 定 的 插值 数据 {(zi,y;)}?-o, 满足 条 件 (5.3.2) 的 多 项 式 已 (z) 
称 为 f(z) 的 插值 多 项 式 . 寻找 插值 的 多 项 式 已 (z) 问题 , 用 几何 的 观 
点 来 看 , 就 是 寻找 一 条 代数 曲线 (一 元 多 项 式 的 图 像 称 为 代数 曲线 ), 使 
它 通过 平面 上 的 n 十 1 个 点 {(zi, yi)}2o. 


下 面 我 们 采用 构造 性 方法 把 所 要 求 的 插值 多 项 式 P(z) 求 出 来 . 
先 来 看 看 最 简单 的 n = 1 的 情形 , 即 两 点 一 次 插值 . 此 时 , 我 们 所 要 求 
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的 已 (z) 就 是 通过 (zo,yo) 和 (z1,w) 两 点 的 直线 . 显然 , 这 条 直线 可 
表示 为 


2 一 Z1 Z 一 Z0 
十 芒 - ， 
Z0 一 Z1 Z1 一 2Z0 


即 Zi(z) 可 表 为 两 个 一 次 多 项 式 


L1(7) = yo: 


rr—7 人 一 也 
4 一 二 - 和 AD) 一 一直 


的 线性 组 合 , 组 合 系数 为 yo, y1. 仔细 观察 可 以 发 现 , 这 两 个 一 次 多 项 
式 具 有 非常 明显 的 特征 : 
Lo(zo) = 1， lo(zi) =0， li(zo) =0， ti(zi) =1. 
从 以 上 的 讨论 我 们 得 到 的 一 个 重要 启发 是 : 如 果 我 们 能 够 构造 出 
具有 如 下 性 质 的 特殊 的 插值 多 项 式 4;(z) (i= 0,1,2,… ,n): 
1 1 一 小 
Li(zji) = 6i; = 
人 { 元 放 
则 多 项 式 
P(e)= Dy -Li(z) 
i=0 
就 是 满足 插值 条 件 (5.3.2) 的 插值 多 项 式 . 注意 到 , zo,… ,zn 中 除 zx; 
外 , 均 为 多 项 式 Li(z) 的 零点 , 即 知 


Li(z) =c(z 一 7z0) (T — Zi)(T — Tit1)* (T — zn); 


其 中 e 是 常数 . 再 根据 Ll;(zi) = 1, 可 得 

L 
(Zi — Z0) (Ti — Ti1)(Ti — Zit1) (Ti — Zn) 
这 样 便 有 , 对 i = 0,1,.… ,n，4i(z) 的 表达 式 为 


(2) (TT0) (To— Ti)(T — Zit): (TZ — Tn) 
li(z) = (zi 一 zo) (Ti — Zi) (Ti — Zit1) (zi 一 Zn 


Sa 
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我 们 把 上 面 所 确定 的 插值 多 项 式 记 为 
Zn(z) = > Wr eA) 


(z 一 Zi)w'(zi) 
其 中 
w(z) = (7 — To)(T — 71):… (7 — Ln), (5.3.3) 

并 且 称 之 为 n 阶 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 , 而 称 {4;(z)}?_o 为 拉 格 朗 日 插 
值 基 函 数 . 另外 , 我 们 称 zo, z1,.… ,zn 为 插值 节点 . 

容易 看 出 , 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 具有 结构 清晰 、 紧 次 的 特点 , 因而 
适合 于 作 理 论 分 析 和 实际 应 用 . 

例 5.3.16 已 知 函 数 f(z) 在 三 点 的 函数 值 为 


z 10 1.5 2.0 
f(z) 0.0000 0.4055 0.6931 


求 它 的 二 阶 插值 多 项 式 忆 (z), 并 用 己 (z) 估算 f(1.2). 
解 ” 记 zo=1.0, zi=1.5,z2=2.0, 则 有 


(z—1.5)(z — 2) (zx — 1)(z — 2) 
(I-15)(1 -2) + 4055 x .5 1)(15 a) 
(z—1)(z— 1.5) 

Qs5) 


== 1.6220(z — 1)(z — 2) + 1.3862(z — 1)(z — 1.5). 
取 z = 1.2, 得 
f(1.2) = Za(1.2) = — 1.6220(1.2— 1)(1.2 — 2) 
+ 1.3862(1.2— 1)(1.2 — 1.5) 
=0.176348. 
由 于 原始 数据 只 有 4 位 小 数 , 我 们 可 以 取 f(1.2) = 0.1763. 
用 插值 多 项 式 Zn(z) 作为 被 插 函 数 f(z) 的 逼近 , 除了 在 插值 节点 


处 以 外 ,Zn(z) 与 被 插 函数 f(z) 是 有 差别 的 , 下 面 的 定理 给 出 了 插值 
余 项 (误差 ) 的 一 个 表达 式 . 


7a(z) =0.0000 x 


十 0.6931 x 
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定理 5.3.3 ” 设 被 插 函 数 f(z) < C("+1)[a, 如 , 且 插 值 节点 互 不 相 
同 , 则 对 任意 的 z s [a,, 都 存在 £ € [a,0], 使 得 


EAS A) 


Ra (oe) = (0) -Lnlo) = Ti 


其 中 w(z) 如 (5.3.3) 所 定义 . 
证 明 ”由 于 
f(z;)= Ln(z;), j=0,1,2,...,n, 


所 以 zo0,z1,… ,zn 为 误差 函数 R,(z) 的 零点 . 于 是 , Rn(z) 可 以 表示 
为 


w(7), 


Rn(7) = K(z)w(z). 
这 样 , 只 需 给 出 K(z) 的 表达 式 即 可 . 为 此 , 引入 变量 为 t 的 函数 
F(t) = f(t) — Ln(t) — K(z)w(t). 

现任 意 取 ze [a, 中 且 z 关 zi (7 = 0,1,2,… ,mn), 则 有 

F(z)=0, F(z;)=0, j=0,1,2,.…,n, 
即 F(t) 至 少 有 n+2 零点 . 反复 应 用 罗 尔 微分 中 值 定理 , 可 得 Re"+D(b) 
至 少 有 一 个 零点 6 即 

0= POD 0) = f°70 (0) KD)n + 1D) 
因此 


Ji 
Ko) = 
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这 一 节 我 们 将 利用 导数 来 研究 函数 的 单调 性 、 极 值 、 凹 凸 性 和 失 
点 等 . 最 后 再 利用 函数 的 这 些 特性 , 给 出 描绘 函数 图 像 的 方法 . 
5.4.1 ”函数 的 单调 性 


这 一 小 节 , 作为 拉 格 朗 日 中 值 微分 定理 的 应 用 , 我 们 来 讨论 如 何 利 
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用 导数 的 符号 来 判断 函数 的 单调 性 . 事实 上 , 从 几何 上 来 看 , 函数 的 升 
降 , 与 切线 的 方向 密切 相关 . 曲线 单调 上 升 时 , 切线 与 > 轴 正 向 的 夹 角 
为 锐角 ; 曲线 单调 下 降 时 , 切线 与 z 轴 正 向 的 夹 角 为 钝 角 . 这 样 , 我 们 
便 有 

定理 5.4.1 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 了 内 可 导 , 则 

(1) f(z) 在 了 内 单调 上 升 的 充分 必要 条 件 是 f(x) > 0,vz e 大 

(2) f(z) 在 工 内 单调 下 降 的 充分 必要 条 件 是 f(z) < 0,Yz e 工 

证 明 ”我 们 只 证 (1). (2) 的 证 明 是 类 似 的 . 

当 f(z) 在 了 内 单调 上 升 时 , 对 任意 的 re 了, 取 充 分 小 的 Az > 0 
使 得 z+ Az eT. 由 于 jf(z+Az)- jz) > 0, 从 而 有 


jz+Az) 一 7z) 
Ne >0. 


由 于 f(z) 在 了 内 可 导 , 因此 有 


f(z + Az) — f(z) 


> 0. 
Az >0 


f(z) = f(z+0) = 地。 


这 就 证 明了 必要 性 . 

现 证 充分 性 . 任 取 z1, z2 e 7, 并 且 zi < zz, 在 [zizz] 上 应 用 拉 
格 朗 日 微分 中 值 定理 , 知 35 e (z1, 7x2), 使 得 

jf(za) - f(z1) = f'(é)(z2 -zi) >0. 

因此 f(z1) < f(z2), 即 f(z) 在 工 内 单调 上 升 . 

注 ”大 家 已 经 知道 , 一 个 可 微 函数 在 一 个 区 间 上 为 常数 的 充分 必 
要 条 件 是 该 函数 的 导数 在 该 区 间 上 恒 等 于 零 . 因此 我 们 立即 可 得 : 一 
个 可 导 函 数 f(z) 在 了 内 严格 单调 上 升 (下 降 ) 的 充分 必要 条 件 是 在 区 
间 了 上 f(z) > 0(f'(z) < 0), 而 且 在 该 区 间 的 任何 子 区 间 上 f(z) 都 
不 恒 等 于 0. 

例 5.4.1 设 函 数 


esin 一 证， >0, 
f(z) = | 
) 0, 区 一/ 疏 
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对 于 任意 的 z > 0, 有 
fo) = "(1 eos) >0, 
等 号 成 立 当 且 仅 当 z = 守 -(R 一 1,2,…). 此 外 , 由 于 
sim f(z) =0= /(0), 


所 以 f(z) 在 [0,+co) 上 连续 . 这 样 , 应 用 定理 5.4.1 的 注 即 知 , f(z) 
在 [0, 二 oo) 上 严格 单调 上 升 . 

例 5.4.2 证 明 不 等 式 tanz > z 十 3 (0 <r< 2)- 

证 明 令 


jf(z) =tanz 一 工 一 了， 


则 有 

1 
COS2 了 
这 是 因为 在 该 区 间 上 tanz > z 之 故 . 因此 , f(z) 在 [0, r/2) 上 严格 单 
调 上 升 . 又 f(0) = 0, 故 有 


2 加 CRE Pe 下 
f(z)}= 1 一 2z =tanz—7z >0, we (0, 3), 


0= f(0) < f(z)= tanz zB, vz € (0, 2) 


从 而 不 等 式 得 证 . 
5.4.2 ”函数 的 极 值 


在 本 章 的 第 一 节 我 们 已 经 介绍 了 极 值 的 定义 和 费 马 定理 . 我 们 已 
经 知道 , 一 个 在 区 间 工 内 可 导 的 函数 f(z), 若 它 在 工 内 的 一 点 zo 上 取 
极 值 , 则 必 有 f'(zo) = 0 ( 即 zo 是 f(z) 的 一 个 驻 点 ), 但 反之 不 真 . 这 
样 , 假如 我 们 已 经 知道 zo 是 f(z) 的 一 个 驻 点 , 那么 在 什么 条 件 下 它 
是 f(z) 的 一 个 极 值 点 呢 ? 下 面 我 们 利用 导数 的 符号 来 回答 这 一 问题 . 
首先 , 利用 导数 的 符号 与 函数 单调 性 之 间 的 关系 , 我 们 容易 证 明 : 
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定理 5.4.2 ” 设 函 数 f(z) 在 Uo(zo,6) 内 可 导 且 在 点 zo 处 连续 . 

(1) 车 当 z0 一 6<z< zo 时, f'(z) > 0, 而 当 zo<zx< zo+6 时， 
f(z) < 0, 则 f(z) 在 点 zo 取得 严格 极 大 值 ; 

(2) 车 当 zo 一 6 < xz < zo 时 , P(z) < 0, 而 当 zo<z< zo+6 时 ， 
f(z) > 0, 则 f(z) 在 点 zo 取得 严格 极 小 值 ; 

(3) 车 当 zo-5<z<zo 及 zo<z<zo+5 时 ,都 有 f'(z) > 0， 
或 者 f'(z) < 0, 则 zo 不 是 f(z) 的 极 值 点 . 

请 读者 作为 练习 给 出 定理 的 证 明 . 

定理 5.4.2 就 是 说 , 当 z 从 点 zo 的 左 侧 经 过 zo 而 变 到 其 右 侧 
时 , 车 f(z) 改变 符号 , 则 f(z) 在 点 zo 取得 极 值 : 由 正 变 负 , 取 极 大 
值 ; 由 负 变 正 , 取 极 小 值 . 车 "(zx) 不 改变 符号 , 则 f(z) 在 点 zo 不 取 极 
值 . 对 于 上 述 定理 中 的 条 件 与 结论 , 读者 应 该 根据 函数 图 像 的 几何 特征 
及 导数 的 几何 意义 来 加 以 理解 与 记忆 , 而 不 是 简单 地 记 住 该 定理 .如 
图 5.4.1 所 示 , zo 是 f(z) 的 极 大 值 点 , zl 是 f(z) 的 极 小 值 点 , z2 不 
是 f(z) 的 极 值 点 . 


图 5.4.1 


例 5.4.3” 求 函数 f(z) = (xz 十 2)?(z - 1)3 在 (-o0,+oo) 上 的 极 
值 . 
解 ”直接 计算 , 得 
j(z)=(z+2)(z 一 1D2(5z 十 4. 
由 此 可 知 , 该 函数 有 3 个 驻 点 : 
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Z1 = ~—2, T2 = 一 =， Z3 一 1. 
这 3 个 点 将 实数 轴 分 成 4 个 区 间 : 
Co (2 (te 
容易 看 出 , 导数 f(z) 在 这 4 个 区 间 上 的 符号 分 别 为 : 
4 
因此 ,函数 f(z) 在 点 z1 = -2 取得 极 大 值 0; 在 点 za = -人 取得 极 小 


值 
2 3 
/(-$)=(8) (-3) ~-84 

而 在 点 za = 1 不 取 极 值 . 

我 们 也 可 以 根据 函数 在 一 点 的 高 阶 导数 的 符号 来 判定 极 值 点 . 我 
们 有 

定理 5.4.3 ” 设 函数 f(z) 在 U(zo,5) 内 n 阶 可 导 , f'(z0) = 
f"(z0) = =f" (zo0) =0, 有 f(z0) #0, 则 

(1) 当 n 为 奇数 时 , f(z) 在 点 zo 不 取 极 值 ; 

(2) 当 为 偶数 且 ft")(zo) > 0 时 , f(z) 在 zo 取 严 格 极 小 值 ; 

(3) 当 为 偶数 且 f(zo) < 0 时, f(z) 在 zo 取 严 格 极 大 值 . 

证 明 ”由 于 函数 f(z) 在 U(zo,6) 内 m 阶 可 导 , 而 且 


jzo) = 六 (zo)=…= "V(r0) =0. 
下 人 于 天 的 认 和 公 机 可 得 
j@ — f(z0)= C0) (gz _ zo)" + ol(z — zo0)") 


Rd (eo) 本 oD)e — zo)" (z — x0). (5.4.1) 


Ei 


可 加 -2 
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因此 存在 5 < (0,6), 使 得 当 = E U(z0,5) 时 , 有 fe) + o0) 
与 f(m(zo) 同 号 . 于 是 , 我 们 有 : 

(1) 当 n 为 奇数 时 , 车 = 从 点 zo 的 左 侧 经 过 zo 而 变 到 其 右 侧 ， 
等 式 (5.4.1) 的 右边 将 改变 符号 , 从 而 f(z) ~ f(z0) 也 改变 符号 . 这 表 
明 在 zo 的 任何 邻 域内 总 有 两 点 z; 和 z2, 使 得 


(f(z0) - F(z) (f(zo) - f(z2)) < 0 


因此 f(z) 在 zo 不 取 极 值 ; 

(2) 当 n 为 偶数 且 ft")(zo) > 0 时 ,对 vz e Uo(zo;51), (5.4.1) 式 
的 右边 恒 大 于 零 , 从 而 有 f(z) > f(zo), 即 f(z) 在 zo 取 严 格 极 小 值 ; 
而 当 nn 为 偶数 且 f(zo) < 0 时 , Yz € Uo(zo,51), (5.4.1) 式 的 右边 恒 
小 于 零 , 从 而 有 f(z) < f(zo), 即 f(z) 在 zo 取 极 严格 大 值 . 定理 证 毕 . 

注 ” 对 于 定理 5.4.3, 最 常见 的 是 n = 2 的 情形 , 即 若 f'(z0) = 0， 
但 "(zo) 去 0, 则 

(1) 当 f(zo) > 0 时 , f(z) 在 zo 取 严 格 极 小 值 ; 

(2) 当 "(zo) < 0 时 , f(z) 在 zo 取 严 格 极 大 值 . 

车 对 函数 y = z" (mn e N) 来 讨论 其 在 点 z = 0 处 的 极 值 情 况 , 则 
定理 5.4.3 的 结论 是 显然 的 .事实 上 , 定理 5.4.3 告诉 我 们 , 利用 泰勒 
公式 , 任何 满足 该 定理 条 件 的 函数 f(z) 在 点 z = zo 处 取 极 值 情况 和 
函数 fo(zoj(z - zo)" 完全 一 样 . 换 句 话说 , 读者 可 利用 az"(a # 0) 
在 z=0 的 取 值 情况 来 记忆 定理 5.4.3. 

如 果 我 们 利用 定理 5.4.3 来 解 例 5.4.3, 则 由 1”(-2) = -54< 0 立 
刻 可 以 得 出 f(z) 在 zi = -2 取 极 大 值 ;由 f”(1)=0 及 f/”(1)=54>0 
知 f(z) 在 x = 1 不 取 极 值 . 再 注意 到 六 人 ( 一 4) > 0 即 可 推出 f(z) 
在 z2 = -4 也 取 极 小 值 

例 5.4.4 ( 达 布 (Darboux) 定理 ) ” 设 函 数 f(z) 在 [中 上 可 导 ， 
则 对 于 任意 介 于 f'(a 十 0) 与 f(b 一 0) 之 间 的 数 7, 都 存在 Se (ob 
使 得 1(&) = 7 
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证 明 ” 先 假 设 Pa+0) > 0, f'(b 一 0) < 0,7 = 0. 根据 导数 的 定 
义 , 由 Pa+0) > 0 可 导出 , 存在 51 > 0, 使 得 vz e [aa+5, 有 
f(2) > fla); 
再 由 f'(b 一 0) < 0 可 导出 , 存在 5 > 0, 使 得 Vz e [b 一 62,9], 有 
f(z) > f(b). 
此 外 , 由 于 f(z) 在 [a,8] 上 可 导 , 从 而 f(z) 在 [a,9] 上 连续 . 现 设 
AM = (2)}， 
则 存在 £ € [a,9], 使 得 f(€) = M. 由 以 上 分 析 可 知 € 冯 a,b, 因此 费 马 
定理 告诉 我 们 f'(€) = 0. 
同 理 可 证 /e+0) <0, f(b 一 0)>0 和 ”=0 的 情形 . 
对 一 般 情形 , 我 们 构造 辅助 函数 F(z) = f(z) 一 nz. 由 F'(a+0)= 
f(a+0) 一 n 和 Fr'(b 一 0) = f(b 一 0) 一 n 异 号 知 , 存在 & € (a,b), 使 得 
0= 下 (6 = 太一 小. 
注 值得 注意 的 是 , 一 个 函数 即使 在 一 个 区 间 上 可 导 , 其 导 函 数 也 


不 一 定 是 连续 的 (参见 下 例 ). 而 上 述 例子 告诉 我 们 , 即使 导 函 数 不 连 
续 , 仍然 具有 类 似 于 连续 函数 的 介 值 定理 成 立 . 


例 5.4.5” 设 函数 
z2sin 二 ，Z 尖 0 
-| 
0, z=0, 
则 
2zsinl = #0, 
f(z) = { 
0, CA 


显然 , f'(z) 在 z = 0 处 不 连续 . 
思考 题 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 I 上 可 导 , 且 f(z) 关 0, Vz el 试 
证 明 f(z) 是 7 上 的 严格 单调 函数 . 
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此 外 , 我 们 需要 特别 指出 的 是 : 

(1) 函数 的 极 值 只 是 函数 的 局 部 特性 , 一 个 函数 的 某 些 极 小 值 完 全 
可 以 远 远大 于 它 的 某 些 极 大 值 ; 

(2) 函数 的 极 值 点 必须 位 于 函数 所 定义 区 间 的 内 部 , 区 间 的 端点 不 
涉及 函数 的 极 值 问题 . 

在 实际 应 用 中 我 们 常常 遇 到 的 是 求 一 个 函数 在 指定 范围 内 的 最 大 
值 或 者 最 小 值 问题 . 大 家 已 经 知道 , 若 函数 f(z) 在 闭 区 间 [a, 9] 上 连 
续 , 则 f(zx) 在 [a, 6] 上 取得 它 的 最 大 值 和 最 小 值 . 现在 我 们 可 以 通过 
比较 函数 f(z) 在 [a, 8] 上 所 有 的 驻 点 、 不 可 导 点 和 端点 的 函数 值 的 大 
小 来 确定 它 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

例 5.4.6 求 函数 f(z) = sin3 z + cos3z 在 [= 7 于 | 上 的 最 大 
值 和 最 小 值 . 

解 ”直接 计算 , 得 


j(z) = 3sinz cosz(sinz -- cosz)， 
于 是 , 在 所 考虑 区 间 内 有 函数 的 3 个 驻 点 : 


A 
Zz1=0, Z2 = 


Pr 
4 EE 


1D)=10=+ /1D = /D/P -0 
因此 , 该 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 为 1 和 0. 

例 5.4.7 作 一 个 无 盖 圆 柱 形 茶 饶 , 使 得 它 的 底 的 厚度 是 侧面 厚 
度 的 三 倍 . 试问 : 容积 一 定时 如 何 确定 它 的 底面 半径 和 高 才能 使 得 用 
料 最 省 ? N 

解 ” 设 茶 缸 的 侧面 的 厚度 为 6， 则 它 的 底 的 厚度 为 36. 记 茶 缸 的 
容积 为 V = 常数 , 底面 半径 为 r, 则 高 为 h = 5 于 是 , 若 茶 缸 的 用 
料 量 用 pS(7) 表示 , 其 中 p 为 所 用 材料 的 密度 ， 现 有 


Sr) = 6(3rr? 四 2rrh) > 6 (3rr? + 人 
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这 样 , 所 考虑 的 问题 就 等 价 于 求 函 数 S(r) 的 的 极 小 值 . 
对 S(7) 求 导 , 得 


全 (二 5(6rmr 一 于 ) 
因此 5S'(r) 在 [0,+co) 内 有 唯一 的 零点 ro = i/E: 又 


S"(r) = 5(6r 十 气 ) > 0，Yr e (0,+o0), 
所 以 ro 是 5S(7) 的 唯一 极 小 值 点 . 这 时 , 对 应 的 高 为 


V _ 3rr8 
jho = 一 7 = —s = 3ro. 
ro ro 


这 也 就 是 说 , 当 高 为 底面 半径 的 3 倍 时 用 料 最 省 . 
5.4.3 ”函数 的 四 凸 性 


函数 的 四 凸 性 是 函数 一 个 重要 的 几何 特征 . 设 函 数 f(z) 在 区 间 了 
内 有 定义 . 从 几何 上 来 看 , 若 y = f(z) 的 图 像 上 任意 两 点 (zi, f(z1)) 
和 (zz, f(z2)) 之 间 的 曲线 段 总 位 于 连接 这 两 点 的 线段 之 下 (上), 则 称 
该 函数 是 凸 (四 ) 的 (参见 图 5.4.2). 这 个 概念 用 解析 的 语言 可 以 表述 
成 定义 5.4.1. 


， 
1 
' 
' 
' 
， 
' 
' 
' 
' 
' 
' 
6 


图 5.4.2” 凸 函数 的 几何 解释 


定义 5.4.1 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 T 内 有 定义 . 若 Yzi,zx2 E 了 
vte (0,1), 有 
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fltri + (1—t)z2) < tf(71) + (1 —t)f(z2), 


则 称 f(z) 为 了 上 的 凸 函数 ; 若 当 zi 关 za 时 , 总 有 严格 不 等 式 成 立 , 则 
称 f(z) 为 了 上 的 严格 凸 函数 . 

注 “ 在 上 述 定义 中 将 “< (<)” 改 为 “> (>)”, 就 得 到 了 四 (严格 
目 ) 函数 的 定义 . 所 以 有 一 个 凸 函数 的 定理 , 就 有 一 个 相对 应 的 四 函数 
的 定理 . 下 面 我 们 只 讨论 凸 函数 . 

设 f(z) 在 民 中 有 定义 , 容易 看 出 f(z) 既是 凸 函数 又 是 止 函数 的 
充分 必要 条 件 是 f(z) 是 一 个 线性 函数 ; 若 f(z) = az2+bzr+c(abhce 
及 ), 则 当 a > 0 时 , f(z) 是 凸 函数 ; 而 当 a < 0 时 , f(z) 是 四 函数 . 

从 定义 不 难 证 明 : f(z)(z s 站 为 凸 函数 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 
的 zt za,za ET 只 要 zi < zs < 72, 便 有 

f(z3) — f(z1) < f(z2) — f(z3) 
ZX3— Z1 T2—73 
事实 上 , 取 t= 至 二 汪 ， 则 za = tzl + (1 一 9zz, 再 利用 凸 函 数 定义 即 
得 (5.4.2) 式 . 反之 , 若 (5.4.2) 成 立 , 可 将 其 化 简 为 


2Z2 一 23 
T2 一 T1 


(5.4.2) 


J(za) < f(z1)+ Pf(e). 


令 t= 加 二 22, 则 te (0,1),z1 < za =tz1+ (1 一 zz < zo, 则 有 
2 一 Z1 


ftri)+(1 一 bzz) < tf(71) + (1 —t)f(z2), 


所 以 f(z) 为 凸 函数 . 

当 f(z) 为 严格 西 函数 时 , 不 等 式 (5.4.2) 成 立 严格 不 等 式 . 不 等 
式 (5.4.2) 的 几何 解释 是 : 对 一 个 凸 函 数 而 言 , 过 其 图 像 上 任意 一 点 向 
两 边 作 割 线 , 则 左边 割 线 的 斜率 总 是 小 于 或 等 于 右边 割 线 的 斜率 ( 参 
见 图 5.4.3). 

下 面 我 们 主要 研究 可 导 函 数 的 凸 止 性 . 我 们 有 : 
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5.4.3 


定理 5.4.4 ” 设 函 数 f(z) s Clo, 电 且 在 (a,5) 上 可 导 , 则 f(z) 为 
凸 函 数 的 充分 必要 条 件 是 P(z) 在 (a,5) 内 单调 上 升 ; 而 f(z) 为 严格 
凸 函 数 的 充分 必要 条 件 是 f'(z) 在 (a,b) 内 严格 单调 上 升 . 
证 明 ”必要 性 Yz1, zz € (ab zl < z2, 要 证 f(z1) < f(z2). 
令 h>0, 使 得 z1 一 h,z2+he(a,b), 则 由 凸 函数 的 等 价 条 件 (5.4.2), 有 
f(z1) =/ —h) < f(z2) — f(z1) < f(z2 + fe2). 


T2— Z1 


令 hh 一 0, 得 
fy) < {=f < pes) 


即 f(z) 在 (a,5) 内 单调 上 升 . 
车 f(z) 为 严格 凸 函数 , 在 (zi, rz) 中 任 取 一 点 z*, 这 时 有 
f(r) — f(z1 —h) fr) f(z) 
天 


2* 一 01 


20) — fe") 。 fca+ 内 一 fca) 
IT2 一 Z* h 
令 h 一 0, 得 
pan) < {Y= fo) .flea) -Je) op 


ZT*— Zl ZT2— 7* 
即 f'(z) 在 (a,5) 内 严格 单调 上 升 . 

充分 性 要 证 f(z) 为 凸 函数 , 由 等 价 条 件 (5.4.2) 知 , 只 需 证 对 任 
意 的 zi, zz,za e [ai 当 zi < zz < zs 时 ,有 
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f(z2) = f(r) flz3)— flr2) 


Z2 一 Z1 3 一 zZ2 
由 拉 格 朗 日 微分 中 值 定 理 , 可 得 
f(z2)— fz) f(z73) — f(z2) 
f'(&), a 了 (52)， 


其 中 zz <&1 <z2<é&2<za. 由 f(z) 在 (a,b) 内 单调 上 升 知 , f'(&1) < 
六 (62), 从 而 
flr2) — fry) f(zs) — 了 (za) 
TZ2 一 TIT1 T3 一 了 2 

即 f(z) 为 凸 函 数 . 车 f(z) 严格 单调 上 升 , 则 可 导出 上 述 不 等 式 严格 
成 立 , 从 而 f(z) 为 严格 凸 函数 . 

定理 5.4.5” 设 函数 /(z) e Cla,0] 且 在 (a,b) 上 二 阶 可 导 , 则 f(zx) 
为 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 为 J”(z) > 0; 而 f(z) 为 严格 凸 函数 的 充分 
必要 条 件 为 : 

(1) 性 (z) > 0; 

(2) f"(z) 在 (a,b) 的 任 一 子 区 间 上 都 不 恒 等 于 0. 

证 明 留 作 练 习 . 

例 5.4.8 设 f(z) 是 [a,9] 上 的 凸 函 数 . 证 明 : 对 任意 的 


n 
T1,T2,.** ,Tn € [a,b), Dt =1 (t>0), 


有 f(tiz1 + et tnzn) < tf (71) + + tnf (zn), 

而 且 当 f(z) 为 严格 凸 函 数 且 z; 不 全 相等 时 , 上 述 不 等 式 严格 成 立 . 
证 明 ”用 数学 归纳 法 . 当 n = 2 时 , 就 是 凸 函数 的 定义 . 现 假定 该 

命题 对 n= 成立, 下 证 n= 二 上 十 1 也 成 立 . 网 


对 任意 的 ri € [a,9], ti >0(i=1,2,…,k+1), > 二 = 令 
i=1 


二 
和 一 一 ， 1 一 12 
工 一 大 +1 
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天 
则 有 Ai > 0(i=1,2,… ,月 ,而 且 》 Xi = 1 于 是 , 由 凸 函数 的 定义 和 
归纳 法 假设 , 可 得 半 
f(t1T1+ :+ teTk 十 大 +IZk+I) 
= jf[(1 一 不 Hi)(Aazl 十 … 十 AeTk) 十 加 HTk+i] 
(1—teri)f (NT1+ + TE) + tit+1f (Tk+1) 
< (1 一 灵 +1)(Aif(zi) 十 … 十 Akf(zk)) + tpt1f (Tk+1) 
三 所 jzi) + + tf (Tk) + tkt1f (Tk+1). 
当 f(z) 为 严格 凸 函 数 且 zi 不 全 相等 时 , 分 两 种 情况 : 一 种 情况 是 z， 
Zz2，,… ,Zk 不 全 相等 , 此 时 由 归纳 法 假设 , 可 知 严格 不 等 式 成 立 ; 另 一 种 
情况 是 z1,z2,… ,zk 相等 , 但 不 等 于 zk+41, 此 时 由 Xizl 十 … 士 XkZk 天 
zk+l, 可 导出 严格 不 等 式 也 成 立 . 这 样 , 由 归纳 法 原理 知 这 一 命题 对 一 
切 正 整数 n 成立. 
例 5.4.9 设 ai > 0(i = 1,2,… ,n) 不 全 相等 , 证 明 : 当 z 关 0 
时 , 有 
oilnal 十 .… 十 af lnan _ n+ +on 
二 十 … 十 发 n 


证 明 ”简单 的 运算 可 知 , 所 要 证 的 不 等 式 等 价 于 


> 0. 


Ci 呈 十 十 


1 1 

Es EE 
一 aTlnadi +:…+—anlnan > 
和 We n n 


现在 在 区 间 (0, +co) 上 考虑 函数 flu) = wlnu, 则 有 
Po =inu+l fw =>0(u>0). 


所 以 flu) 是 (0,+eo) 上 的 严格 凸 函 数 . 又 af (i = 1,2,… ,n) 不 全 相 
等 , 应 用 上 例 的 结论 , 得 


f(t af) 十 … 十 二 Fas). 


这 正 是 所 要 证 明 的 不 等 式 . 


85.4 利用 导数 研究 函数 。 223 


例 5.4.10 设 ai>0(i=1,2,… ,n) 不 全 相等 , 证 明 


af+t+.……+az\# 
0- ) | 
Yaid2 an， z=0 
是 (-co,+co) 上 的 严格 单调 递增 函数 . 
证 明 ”由 例 5.2.8 可 知 ,f(z) e C(-co, +eco). 当 z 关 0 时 ,对 ln jz) 
求 导 , 得 
jz) 1 7/ _ afinal 十 … 十 olnan 
jz) 二 去 
因为 f(z) > 0, 利用 上 例 所 证 不 等 式 可 知 , 当 z 关 0 时 , f/(z) > 0. 因 
此 , f(z) 在 实 轴 上 是 严格 单调 递增 的 . 
注 ”对 上 例 的 f(z), 我 们 有 : 


-nt t+) 
af+:…++azs n 


eT 
工 + 工 .+ 工 
al a2 Qn 


称 之 为 a1,az,… ,an 的 调和 平均 ; 
f(0) = Yalaz an 
称 之 为 a1,a2,… ,an 的 几何 平均 ; 


Ql 十 a2 十 … 十 an 
f= 
称 之 为 a1,a2,… ,an 的 算术 平均 . 另外 , 例 5.2.8 表明 
f(-0) = ,lim f(z) = min{a1, 2,.… ,an}, 
f(+00) = im f(7) = max{a1,a2,.… ,an}. 


这 样 , 由 f(z) 的 严格 单调 递增 性 , 我 们 有 
f(-oco) < f(-1) < f(0) < f(1) < fj(+oo)， 
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即 
; nn 
min{al,az an} < < Void2 an 


Qa a2 an 
Q1 十 a2 十 … 十 an 
i < max{fal,az，…… ,an}. 


这 就 是 著名 的 调和 -几何 -算术 平均 不 等 式 . 
例 5.4.11 设 a;>0, b>0(i=1,2,…,n), 证 明 : 


i 
Daiti < (D8) (PH), 
i=1 i=l1 i=1 


其 中 0 <p,g < +oo， ; 四 3 二 1. 此 不 等 式 称 为 赫 尔 德 (Hilder) 不 等 


式 , 当 p =g = 2 时, 又 称 为 施 瓦 茨 (Schwarz) 不 等 式 或 柯 西 不 等 式 ， 
它 表明 n 维 空间 中 的 两 个 向 量 夹 角 余弦 之 绝对 值 不 超过 1. 
证 明令 f(z) =z3, 则 


fw(z) = (3 = zi <0， wz>0. 
因此 , f(z) 为 (0,+co) 上 的 严格 止 函数 . 于 是 , 若 


和 
wi>0, >0, DH=1, 
i=1 


则 有 
1 四 1 1 
tT! + tor? + + tnra < (brit+tor2 十 :… 十 如 Zn) 
现 取 a pg 
ti= Ti 二 二， 


并 且 代 入 上 述 不 等 式 , 得 


btnbn (+ 
n 人 n 1 3 

3 
2 (94) 


i= 


个 
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整理 即 得 


De < (>。 别 ” ‘(a):. 


i=1 
5.4.4 拐点 


定义 5.4.2” 设 函数 f(z) 在 U(zo,5) 上 连续 . 如 果 存 在 io > 0， 
使 得 f(z) 在 US (zo,50) 是 四 ( 凸 ) 的 , 而 Ut (zo, 60) 是 上 四 (四 ) 的 , 则 
称 zo 为 f(z) 的 一 个 拐点 . 

定理 5.4.6 ”如 果 zo 是 f(z) 的 拐点 , 且 j(zo) 存在 , 则 


f"(z0)=0 


证 明 ”f“(zo) 存在 表明 f'(z) 在 点 zo 附近 存在 . f(z) 在 点 zo 的 
左右 凹凸 性 相反 , 表明 f'(z) 在 点 zo 的 左右 升降 性 相反 , 即 zo 是 f(x) 
一 个 极 值 点 . 由 费 马 定理 知 , f”(zo) = 0. 

定理 5.4.7 ”如 果 函 数 f(z) 在 U(zo,6) 二 阶 可 导 , f”(z0) = 0， 
jw(zo) 存在 而 且 不 为 零 , 则 zo 是 f(z) 的 拐点 . 

证 明 ”f"(z) 的 带 佩 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 为 

f°(z)=f"(70) + f(zo)(z — x0) + o(z — x0) 
=(f”(z0) + 0(1)) (z — zo). 
所 以 361 < 6, 使 得 当 z EU(zo,61) 时 , f(z0) 十 oll) 与 f(zo) 有 相 
同 符号 , 从 而 f"(z) 在 zo 左右 符号 相反 , 即 f(z) 在 zo 左右 凸凹 性 相 
反 , 故 zo 是 拐点 . 

从 拐点 定义 容易 看 出 , 若 函 数 f(z) 具有 二 阶 导数 , 则 f(z) 的 所 
点 即 为 户 (z) 的 极 值 点 ， 因 此 将 前 面 关于 f(z) 的 极 值 点 的 结果 应 用 
于 f(z), 即 得 到 了 关于 拐点 的 相应 结果 . 


5.4.5 ” 渐 近 线 


设 函 数 y = f(z) 的 图 像 有 一 向 无 穷 远 无 限 伸展 的 分 支 , 如 果 当 一 
个 点 沿 着 这 一 分 支 趋向 无 穷 远 时 , 该 点 与 某 一 条 直线 4 的 距离 趋向 于 
零 , 则 称 直线 4 为 f(z) 的 一 条 渐 近 线 . 
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首先 , 如 果 有 lim f(z) = co, 则 z = zo 就 是 f(z) 的 一 条 渐 近 线 . 
此 时 , 我 们 称 它 为 f(z) 的 一 条 垂直 渐 近 线 . 当然 也 可 以 考虑 z 一 ro+0 
和 z 一 zo 一 0 的 情形 . 

下 面 考虑 非 垂直 的 渐 近 线 . 设 Y = kz + 为 = f(z) 的 一 条 渐 
近 线 (参见 图 5.4.4). 由 解析 几何 的 知识 知 , 函数 y = f(z) 的 图 像 上 一 
点 M = (zx, f(z)) 到 直线 Y = kz +b 的 距离 为 
|f(z)— kz —b| 

Vitki ” 


5=|y 一 2Ylcosa = 


图 5.4.4 


因此 , 当 这 点 沿 着 曲线 y = f(z) 趋 于 无 穷 时 , 它 与 直线 Y = kz + 的 
距离 6 趋 于 零 的 充 要 条 件 是 


,lim [f(z) - (kz+ 可 一 0 


于 是 
f(x) (2 +) = 玉 


lim 一 一 一 lim 
2 一 十 oo ZX 了 工 一 十 co I I 


这 样 , 所 求 渐 近 线 的 斜率 上 和 截 距 b 为 
b= lim (f(z) — kz). 

应 当 注 意 , 非 垂 直 渐 近 线 包括 了 和 斜 渐 近 线 和 水 平 渐 近 线 . 当 由 上 面 
的 式 子 确定 的 k=0 时 , 则 有 
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-pf 


此 时 , y =b 就 是 一 条 水 平 渐 近 线 . 
同 理 可 以 考虑 z 一 -co 和 z 一 oc 的 情形 . 


5.4.6 ”函数 的 作 图 


解决 实际 问题 时 , 遇 到 的 总 是 具体 函数 , 作出 函数 的 图 像 , 对 我 们 
分 析 问 题 和 解决 问题 会 有 很 大 的 帮助 . 

最 基本 的 作 图 方法 是 描 点 画图 法 , 计算 机 就 是 利用 这 个 方法 来 作 
图 的 ， 一 般 来 说 , 我 们 先 把 [a,b 分 得 充分 细 , 在 每 个 分 点 zi 上 计 
算 f(zi), 然后 描 出 点 (zi, f(zi)), 并 且 用 光滑 的 曲线 将 各 点 连 起 来 , 便 
得 到 了 vy = f(z) 的 图 像 . 本 书 中 的 图 全 部 是 这 样 做 出 来 的 . 

手工 作 图 不 能 这 样 , 因为 计算 量 太 大 . 但 利用 导数 作为 工具 , 先 把 
函数 各 种 性 质 尽 可 能 地 搞 清 楚 , 就 可 很 快 作出 函数 的 大 致 图像 . 其 具体 
步骤 如 下 : 

(1) 求 出 函数 的 定义 域 ; 

(2) 研究 函数 的 有 界 性 、 奇 偶 性 和 周期 性 ; 

(3) 解 方 程 f'(z) = 0, 列表 确定 函数 升降 区 间 和 极 值 点 ; 

(4) 解 方程 f(z) = 0, 列表 确定 函数 的 凸 四 区 间 和 拐点 ; 

(5) 求 出 函数 的 斜 渐 近 线 与 垂直 渐 近 线 ; 

(6) 计算 一 些 重要 点 上 (如 点 z = 0) 的 函数 值 ; 

(7) 根据 以 上 数据 及 函数 的 变化 趋势 描 出 其 草图 . 

例 5.4.12 ”作出 函数 y=e-* 的 草图 . 

解 ” 显 然 , 函数 y = e-* 定义 域 为 (~o0,+oc), 且 为 偶 函 数 . 因 
此 它 的 图 像 关 于 y 轴 对 称 . 当 z = 0 时 , y = 1, 并 且 总 有 y > 0, 可 见 
它 的 图 像 仅 与 y 轴 相 交 而 与 zx 轴 不 相交 . 此 外 , 由 于 


E Nr 
m6” =0, 
了 一 士 oo 


所 以 z 轴 为 它 的 一 条 水 平 渐 近 线 . 求 此 函数 的 导数 并 且 解 方程 y= 
一 2ze-”” = 0, 知 其 有 唯一 的 驻 点 z = 0. 再 求 此 函数 的 二 阶 导数 并 且 
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解 方 程 y' = 4e-* (zx? - 1/2) = 0, 得 z = 十 1/V5. 关于 这 一 函数 的 升 
降 性 、 极 值 、 四 是 性 及 拐点 的 情况 , 如 表 5.4.1 所 示 . 


表 5.4.1 
了 0 (0, /v3) 1/v5 (LV5, +00) 
多 0 二 = 一 
六 一 — + 
y 极 大 下 降 、 四 拐点 下 降 、 由 


根据 上 面 的 分 析 , 大 致 描 出 y = e-” 的 图 像 如 图 5.4.5 所 示 . 


—1-0.707 O 0.707 1 
图 5.4.5 
二 (2—1) 图 
例 5.4.13 ”作出 函数 f(z) = 全 Ti 的 草图 . 


解 ” 除 z= -1 外, f(z) 在 实 轴 上 都 有 意义 . 显然 有 lim f(z) = 
一 00, 因此 z = -1 是 该 函数 的 一 条 垂直 渐 近 线 . 又 


{0 im (fa- 可 = -5 
所 以 y 二 z - 5 是 它 的 一 条 斜 渐 近 线 . 此 外 , 直接 计算 有 f(1) = 0 及 
ja = EE), pg) 0, (HE, 


(z+1)3 
Wy 5D) mr 一 
f"(7)= 人 二 1 ， f”(1) = 0. 


根据 上 面 的 结果 , 可 得 这 一 函数 的 升降 性 、 极 值 、 凹 凸 性 及 拐点 的 情 
况 , 如 表 5.4.2 所 示 . 
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表 5.4.2 
7 | (-oo-5 -5 (-5,-1)  (-l,1) 1 (1, +oo) 
多 十 0 一 + 0 十 
EM 二 三 E 0 十 
y | 上 升 ` 凹 极 大 下降. 四 ”上升 . 凹 ”拐点 ”上升 同 


根据 上 面 的 分 析 , 大 致 描 出 该 函数 的 图 像 如 图 5.4.6 所 示 . 


| 


= 


图 5.4.6 
习题 五 


1， 证 明 广义 罗 尔 微分 中 值 定理 : 设 函 数 f(z) 在 (a,b) 上 可 导 ， 
jlae+0) = f(b 一 0) = 4, 则 存在 es (a,b), 使 得 PE) = 0, 其 中 a 可 
为 -00,b 可 为 +oo, 4 可 为 +o0 或 -oc. 

2. 证 明 : 函数 f(z) = [(z 一 a)"(z 一 68)" 在 (ob 内 有 nn 个 互 不 
相同 的 零点 . 

3. 证 明 : 车 函数 f(z) = zm(1 - zj"”,， 其 中 m,n 为 正 整数 , 则 存 
在 5s (0,1), 使 得 天 = 


wm 
wm 


并 
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4. 求证 : 4az3 + 3bz2 +2cz =a+b+c 在 (0,1) 上 至 少 有 一 个 根 . 
5. 求证 : 切 比 雪夫 - 拉 盖 尔 (Chebyshev-Laguerre) 多 项 式 


了 齐全 er (orer) 

有 n 个 不 同 的 零点 . 

6. 求证 : 切 比 雪夫 - 埃 尔 米 特 (Chebyshev-Hermite) 多 项 式 

Hl) = (-1)"e (eo) 

有 nn 个 不 同 的 零点 . 

7. 证 明 : 

(1) 若 函数 f(z) 在 (a,b) 上 的 导数 有 界 , 则 f(z) 在 (a,b) 上 一 致 
连续 ; 

(2) 对 任意 的 两 个 实数 rt rz?, 有 

|sin zl 一 sin zz| < |zl — z2l; 
(3) 对 任意 的 两 个 实数 zi zz, 有 
| arctan zl — arctanz2| < |zl 一 z2|. 


8. 设 lim fr(z) = % 求证 : 对 任意 的 了 > 0, 有 
lim (f(z +T)— f(z)) = Ta. 

9. 证 明 下 列 不 等 式 : 

(Dz- 宝 <sinz<z (z>0); 

zs- 玉 <ln(I+z)<z (z>0); 

(3) 2Vz>3-I (z > 1); 

(4) 1>c+o (z >0); 


(5) In(1 +z) > en (z > 0). 


习题 五 231 


10. 设 函 数 f(z) 和 g(z) 在 (-co,+co) 上 可 导 , 且 有 
广 (z) > g'(z), f(a) = g(o). 
证 明 : 当 z >a 时 ,有 f(z) > 9g(z); 而 当 z <a 时 ,有 f(x) < g(z). 
11. 设 函 数 f(z) 在 区 间 [a,9] (0 < a < 5b) 上 连续 , 在 (a,5) 内 可 
导 . 求证 : 存在 &1,é2, 3 e (ob), 使 得 


f'(&1) = G+ = 


12. 设 函 数 f(z) 在 (a,5) 上 可 导 , 且 f'(z) 单调 .证 明 f(z) 在 (a,b) 

上 连续 . 
13. 设 函 数 f(z) 在 点 a 二 阶 可 导 , 求证 : 
im ++ fe 一 国 一 2f(a) 


= f"(a). 
a 
14， 设 函数 f(z) 在 [o 沁 二 f(a) = f(b) = 0 且 存 
在 ce (a,b), 使 得 f(c) > 0. 求证 : 存在 ee (a,b), 使 得 f"() < 0. 
15. 证 明 : 设 z >0, 则 


(2 +ob+o 


1 1 1 
(W Vti- ve ro "4 < < 下 


(9) ,li (0) = 了， Hb = 
16. 设 函 数 f(z) 在 [a,9] 上 三 阶 可 导 , 证 明 : 存在 一 点 &€ € (a,b)， 
使得 
00) = fo) + 0— oF (0) + 0) ~ S60) oe). 
17 设 本 数 


f(z) = 人 rz#0, 
0， 


z=0, 


在 [0,z] 上 应 用 中 值 定理 , 得 


1 1 1 
二 本 
zsin= = (xsinl econ) 0<é<z 
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由 此 得 


eos = 2sinF — zsin. 
当 z 一 0 时 ,有 & 一 0, 所 以 由 上 式 得 到 


li ==0. 
二 ?os 


但 已 知 lm cos 不 存在 . 试 说 明了 矛盾 何在 . 

18， 设 函数 f(z) 在 (0,+co) 上 可 导 , 且 .Jim jz) = +oo. 求 
证 f(z) 在 (0, +00) 上 不 一 致 连续 . 

19. 证 明 函 数 f(z) = zjnz 在 (0,+co) 上 不 一 致 连续 . 

20. 设 函 数 f(z),g(z),h(z) 都 在 [a,9] 上 连续 , 在 (a,b) 内 可 导 , 并 
定义 
f(a) g(a) h(a) 
f(b) g(b) h(b) 
f(z) g(z) h(z) 
证 明 : 存在 ¢ € (a,b), 使 得 F'(€) = 0. 问 车 h(z) = 1, 则 上 述 结论 与 柯 
西 中 值 公式 有 什么 关系 ? 车 令 g(z) = z, h(z) = 1, 则 会 有 什么 结论 ? 

21， 设 函数 f(x) 在 [wb 上 连续 , 在 (a,6b) 内 可 导 .， 求证 : 存 
在 & € (a,b), 使 得 


2é(f(b) — f(0)) = (0? — a?)f’(€). 


22， 设 函数 f(z) 在 [a,5] 上 连续 , 在 (a,b) 内 可 导 .， 求 证， 存 
在 & € (a,b), 使 得 


F(z) = 


/四 -Ja = tIn 27(). 
23. 设 函 数 f(z) 在 lo, 上 连续, 在 (0, 内 可 导 , 且 (6) = f(5) = 
1. 求证 : 存在 ,mn e (a,5), 使 得 


er fn + FM =1. 
24. 证 明 下 列 恒等式 : 
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27 
i = > 1); 
{1) 2arctanz + arcsin TT 7" Sgn (lz| ) 
(2) 3 arccosz — arccos(3z — 4z3) = T (jz| < 1/2). 
25. 求 下 列 极限 : 
(1) 区 ee) (2) ip (rr 一 2arctanz)ln zi 
sin 了 
2 1 Pe 
(3) lm (Fz -1); (4) J Inz ” 
i 。， /jn(1+z)l+z 1 
sinz. i ed se 
(5) a ¥ (6) lim( 22 2); 
. 1\、 (1+2)# —e, 
0 lm (ets -3); Oe 
1 
人 二 ， 
(9) lim (了 一 arctan z) | ip osinzln zi 
(11) lim (1 一 cosz)! 一 cos=; (12) ji Tn 
z 一 0 z 一 0sinZ 一 ZTCcosZ 
i , zer 一 ln(1 十 Z) 
(9 ne; (9 其 于 二 各 二 
wi Ni 
z. . T°\ms 
(15) lm sinz ” (0) 了 Ts) 
(17) 。 lm (tan D2 (a,b 为 正 实数 ); 


26. 设 函数 f(z) 在 [a,+o0) 上 有 界 , f'(z) 存在 且 lim f(z) = 
求证 : b = 0. 
27. 由 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 , 有 


In(1+2) = Te (0<0<1). 
求证 limb = 上 
28. 由 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 , 有 
arcsinz 一 有 (0<0<1). 
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求证 lim0 = 二。 
号 有 


29. 设 函 数 f(z) 在 (a, +eo) 且 slim [f(z) + f'(2)] = 


(k 有 限 或 +co). 求证 : ,lim f(z) = 


30. 设 函 数 f(z) A 令 F(z) = f(z?), 求证 : 


entD(O) 二 F(2n)(0) f (0) 


Qn nl 

31. 写 出 下 列 函 数 在 > = 0 的 带 佩 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 : 
(1) cos 2; (2) sin3 z; 

a. 3 十 27 十 1 
(3) [EEE (4) 一 一. 
32， 写 出 下 列 函数 在 z = 0 的 带 有 佩 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 , 要 求 

至 所 指定 的 阶 数 : 

(1) 元 (z4); (2) In(cosz + sinz) (z4); 
G) Fe (C2 9 
(5) In(L+z 十 z2 十 z3) (ze); (6) 1 (24) 


33. 确定 常数 a,b, 使 当 z 一 0 时 ， 


(1) f(z) = (a 十 bcosz)sinz 一 zx 为 z 的 5 阶 无 穷 小 量 ; 
入 名 


(2) f(z) =e 一 了 是 Zz 的 3 阶 无 穷 小 量 . 
34. Pe 

1 1 7 13 
(0) im(s - maz)’ 2) im 


(3) ,lim, (Vz3 —37— Vr?— 27); (4) im (z+3) ln (5 


(5) lim (2) 过 ; 


Z 一 0 


35. 设 函 数 f(z) 在 z = 0 的 某 个 邻 域内 二 阶 可 导 , 且 


"\ 
7 
(6) dm ln (zsin =)- 
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tim (E+ {0)) - 0. 


一 0\、 Z3 2 

(1) 求 f(0), 了 (0), "(0); 

2) 求 lim( 训 + + 区) 

36. 设 函 数 f(z) 在 zx = 0 的 某 个 邻 域内 二 阶 可 导 , 且 


lim (1 十 Z 十 /0): 一 e3. 


1) 求 f(0), 了 (0), "(0); 
(2) 求 lim(1+ TO 
37. 设 函 数 f(z) 在 (a, +co) 上 有 直到 nn 阶 导数 , 且 有 sim f(7) = 
,Jim fm(z) = B. 求证 B=0. 

38. 设 函 数 f(z) 在 z = a 的 某 个 邻 域 内 二 阶 导数 连续 , 且 f”(a) 了 
0, 由 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 有 


flat+h)— f(a)=f (at+Oh)h (0<0<1). 


求证 : 
a $= 3: 

39. 设 P(z) 为 n 次 多 项 式 ， 证 明 : 

(1) 若 P(a), P'(a),… ,PW (a) 皆 为 正 数 , 则 P(z) 在 (oa,+co) 上 
无 零点 ; 

(2) 车 P(a), P'(a),… ,Pm(a) 正 负 号 相间 , 则 P(z) 在 (00,a) 
上 无 零点 ; 

40. 设 P(z) 为 mn 次 多 项 式 , 证 明 xz =a 是 P(z)= 0 的 大 重 根 的 
充分 必要 条 件 是 


te rte k—1), PH(a)#0 
41. 设 P(z) = i 一 1)", 求证 : 
(上 已 GD) = 1; 


(2) Pn(-1) = (一 1 
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(3) Pn-1(0) 一 人 
—1)"(2n)! 
(4) Pan(0) = gan 
42. 设 函 数 f(z) = e”. 
(1) 求证 : f(z) = P(z)e™, 其 中 已 (z) 为 n 次 多 项 式 , 且 满 
是 Po(z) = 1, 已 (z) = 27, Pri(t) = 2zPu(z) + 2nP, li(z); 
(2) 求 Fo)(0) 的 值 . 
43. 设 函 数 f(z) 在 (0, +o0) 上 三 阶 可 导 , 而 且 有 
|j(z)| < Mo, |f”(z)| < M3, Vz e (0,+o00). 
求证 f(z) 和 "(zx) 在 (0,+oo) 上 有 界 . 
44. 求证 : 
(1)0<z—-ln(l+7z) < 3 (0<z<1); 


(2) ,lim )) [# -In(1+ 2)] 存在 . 

Wi 
45. 设 函 数 f(z) 在 [w, 上 有 二 阶 导数 , 且 f'(a) = f"(b) = 0. 证 

明 : 存在 ce (a,b), 使 得 
mw a 
| 广 (o)| > TO) 一 ja)|， 

46. 若 函数 f(z) 在 [-1,1] 上 三 阶 可 导 , 且 有 

f(0)=7"(0)=0, f(1)=1, f(-1)=0. 


求证 : 存在 Se (-1,1), 使 得 1”(€) > 3. 
47. 设 函 数 f(z) 在 (--co, +co) 上 二 阶 可 导 , 且 有 


|f(z)| < Mo, |f"(z)| < M2, Vz e (-o0,+00). 
(1) 写 出 f(z 十 h) 和 f(z 一) 的 泰勒 公式 ; 
2) 求证 : f(D)| < 他 + 人 Mz, Vh > 0; 


(9) 求 5 + Ms 在 (0,+oo) 上 的 最 小 值 ; 
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(4) 求证 : |f'(z)| < V2MoNM2. 
48. 车 函数 f(z) 在 [wb 上 有 定义 , 并 满足 


f(z) 一 AGE klz — yl vz,y € [a,b), 


求证 : f(z) = 常数 . 
49. 证 明 : 
CD 函数 y= (1 + 二 当 = e (0, +co) 时 严格 递增 ， 
(2) 函数 y = (1+ 二 ” 当 = e (0,+o0) 时 严格 递减 
(3) (1+ 2 <e< (1+ 2) , Vr € (0, +oo). 
50. 求 下 列 函数 的 极 值 : 
GD Je) = 2m -zx (9) Ja) = Ts; 
Gy = EH, 0 0) = 1a DL. 


51. 求 下 列 函 数 在 指定 区 间 上 的 最 大 值 和 最 小 什 ; 
(1D)y = z5 一 5o4 十 5z3 十 1， [一 13]; 

(2) y = 2tanz 一 tan2 z, [0,7/2); 

(3) y = Vzlnz, (0,+o0). 

52. 讨论 方程 za - pz +g = 0 有 三 个 不 同 实 根 的 条 件 . 
53. 讨论 方程 Inz -mz = 0 有 两 个 实 根 的 条 件 . 

54. 设 函 数 f(z) 和 g(z) 在 (a,b) 上 可 导 , 记 


F(z) = f(z)g9 (7) — f(z)g(7), zx € (a,b). 


(1) 证 明 : 车 在 (ob 上 F(z) = 0, 而 g(z) 关 0, 则 存在 常数 c, 使 
得 f(z) = cg(z); 

(2) 车 在 (a,b) 上 恒 有 F(z) > 0, 求证 在 方程 f(z) = 0 的 两 个 不 
同 的 实 根 之 间 一 定 有 g(x) = 0 的 根 . 

55. 证 明 下 列 不 等 式 : 
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27 TN. 
(1) <snr<z, vre (0, 2); 
2 


2 
(Dz- <nl+tr) < ze (0, +00); 


Tr 
2(1+ 7)’ 
(3) Br <zp+(_zpslyzelol,p>1l 
56. 设 函 数 f(z) 在 [0,+co) 上 可 导 , 且 有 
Og f(z) < f(z), f(0)=0. 
求证 : 在 [0,+oco) 上 f(z) = 0. 
57. 设 函 数 f(z) 在 [a,9] 上 二 阶 可 导 , 且 满 足 
f°(z) + b(z)f’(z) + c(z)f(z) =0, 2 € fo， 
其 中 c(z) < 0. 
(1) 求证 : f(z) 不 能 在 (a,b) 内 取得 正 的 最 大 值 或 负 的 最 小 值 ; 
(2) 证 明 : 车 f(a) = f(b) = 0, 则 在 [a,9] 上 f(z) = 0. 
58. 证 明 : 车 f(z) 和 g(z) 均 为 区 间 [o 晶 上 的 凸 函数 , 则 
F(z) = max{f(7),g(7)}, z € [a,t] 
也 为 [a,8] 上 的 凸 函数 ， 
59. 设 函 数 
f(z) = 人 二 rz#0, 
0, z=0. 


求证 : (0) > 0, 且 f(z) 在 z=0 的 任何 邻 域内 不 单调 上 升 . 
60. 设 函 数 


求证 : 
(1) z = 0 是 f(z) 的 极 大 值 点 ; 
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(2) 在 zx =0 的 任意 小 邻 域 内 , f(z) 在 z = 0 的 右 侧 不 单调 下 降 ， 
而 在 z = 0 的 左 侧 不 单调 上 升 . 

61. 设 f(z) 是 (a,b) 上 的 凸 函数 , g(z) 是 (c,d) 上 的 单调 上 升 凸 
函数 , 且 f(z) 的 值 域 包含 在 (c,d) 内 . 求证 : g(f(z)) 是 (ae, 上 的 凸 
函数 . 

62. 求 四 次 多 项 式 是 凸 函数 的 条 件 . 

63. 设 f(z) > 0,f"(z) 存在 . 证 明 : In f(z) 是 凸 函 数 的 充分 必要 
条 件 为 
f(z) jz) 
jz) f"(z) 


64. 证 明 下 列 不 等 式 : 

(1) lef? + lo > 2 ?(lal + lb)? (p > 1); 

(2) lal? + lo? < 2 ?(lal + lbl)? (0 <p<1). 

65. 设 函数 f(z) 在 (a,b) 上 n(> 2) 阶 可 导 , 且 存在 zo & (a,b), 使 


f(z0) = 六 (zo) =…= Jo 0(zo)= 


而 f(z) > 0 对 一 切 的 z e (a,b) 成 立 . 证 明 : 

(1) 当 n 为 奇数 时 , f(z) 在 (a,b) 上 严格 单调 上 升 ; 

(2) 当 nn 为 偶数 时 , f(z) 在 (a,b) 上 为 严格 凸 函数 . 

66. 设 f(z) 是 (a,b) 上 的 凸 函 数 , 求证 : 

(1) 对 任意 的 zo es (ab 及 (zo0), (zo) 存在 , 从 而 f(z) 在 点 zo 
处 连续 ; 

(2) f(z0) < f+ (xo); 

(3) f(z) 与 f+(7) 在 (a,b) 上 单调 上 升 . 

67. 设 椭圆 于 + 乒 =1 的 切线 分 别 与 = 轴 和 轴 交 于 A4 和 8 
两 点 . 

(1) 求 线段 4B 的 最 小 长 度 ; 

(2) 求 线 段 4B 与 坐标 轴 所 围 三 角形 的 最 小 面积 . 
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68. 求 下 列 函数 曲线 的 渐 近 线 : 
3 


Gy gry (2) y = £ + 2arctanz; 

(3) y= ze (DW) y= 7 te 

69. 讨论 下 列 函 数 的 性 态 并 作出 它们 的 图 像 : 

(1) y = 3z5 一 5z3; (2) y =e-™ (1 + 22); 

(3) y= (2 — Dez; (0) y= leli (zs 一 2)2; 
EE z _ (z—1)3 

©) vo zy y= 和 访 ; 


(7) y= sins z+cossz (0 < 2 < 2n); 
(8) y=sinz+ 3sin2z+ 3 sin3z (0g<zr<gn); 


(9) y = In(1 + 22); OP WE 


3+2. 


第 六 章 不 定 积 分 
86.1 原 函 数 与 不 定 积分 


6.1.1 原 函 数 与 不 定 积分 的 概念 


大 家 已 经 知道 , 寻求 一 个 已 知 函 数 的 导数 是 一 个 十 分 有 意义 的 问 
题 , 这 是 因为 各 种 各 样 的 物理 问题 和 几何 问题 的 解决 ,常常 归结 为 求 
某 一 函数 的 导数 .但 是 , 我 们 也 必须 看 到 另 一 方面 , 那 就 是 很 多 的 实 
际 问题 的 解决 , 不 是 归结 为 求 某 一 已 知 函数 的 导数 , 而 恰恰 相反 , 是 要 
寻求 一 个 未 知 函 数 , 使 之 以 某 一 已 知 函数 为 其 导数 . 例如 , 考虑 质点 沿 
直线 运动 , 已 知 质点 所 走 过 的 路 程 s = s(t), 如 要 求 瞬时 速度 , 则 我 们 
有 v(t) = s'(t). 反 过 来 , 如 果 知 道 每 个 时 刻 的 瞬时 速度 v(t), 要 求 质点 
所 走 过 的 路 程 s(t), 则 是 求 导数 的 逆 运 算 . 此 时 我 们 要 找 一 个 函数 s(t)， 
使 得 s'(t) = v(t). 这 个 s(t) 称 为 v(t) 的 一 个 原 函数 . 原 函 数 的 定义 如 
下 : 

定义 6.1.1 ”在 区 间 了 上 给 定 函数 f(z), 若 存在 定义 在 了 上 的 函 
数 F(z), 使 得 


F(z)=f(z) YrzeT 或 dF(z)= f(z)dzx, Vz El, 


则 称 F(z) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 . 

由 定义 不 难看 出 , 车 f(z) 有 原 函 数 , 则 它 就 有 无 穷 多 个 原 函 数 . 这 
是 因为 车 F(z) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 , 则 对 任意 的 常数 C, 函数 F(z) 十 
C 也 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 . 几何 上 看 这 是 明显 的 , 曲线 F(z) 和 F(z) 二 
C 在 点 zx 有 相同 切线 斜率 (参见 图 6.1.1). 另 一 方面 , 由 拉 格 朗 日 微分 
中 值 定理 的 推论 2 知 , 车 F(z) 和 G(z) 是 f(z) 的 两 个 原 函数 , 则 它们 
之 间 只 能 是 相差 一 个 常数 , 即 G(z) = F(z) + C. 原 函数 的 这 一 特点 ， 
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也 可 以 从 实际 问题 中 反映 出 来 . 例如 , 两 个 粒子 如 果 以 相同 的 速度 v(t) 
运动 , 则 它们 在 任何 相同 时 间 走 过 的 路 程 是 相同 的 . 因此 , 它们 的 路 程 
函数 只 差 一 个 常数 , 这 是 由 它们 的 初始 位 置 的 不 同 而 引起 的 . 


图 6.1.1 


这 样 , 设 f(z) 在 区 间 I 上 有 定义 , 函数 F(z) 是 jz) 的 一 个 原 函 
数 , 则 函数 族 F(z) + C (C 为 任意 常数 ) 包含 了 f(z) 的 所 有 原 函 数 . 

定义 6.1.2 ”车 函 数 f(z) 在 区 间 I 上 存在 原 函 数 , 则 称 f(z) 的 
全 体 原 函数 为 f(z) 的 不 定 积分 , 记 为 


J twar, 
这 里 符号 ” 站 “ 称 为 积分 号 , f(z) 称 为 被 积 函数 , z 称 为 积分 变量 . 


根据 上 述 定义 以 及 上 面 的 分 析 我 们 有 , 车 F(z) 是 f(z) 的 一 个 原 
函数 , 则 
/rar = F(z)+0O, 


其 中 C 为 任意 常数 . 另外 我 们 有 
( / ra] = f(z), a( / rz] = f(z)dz 


/ F(z)dz = F(z) + C, / dF(z) = F(z) +C, 


其 中 C 为 任意 常数 .因此 , 在 允许 相差 一 个 常数 的 意义 下 , 求 不 定 积 
分 的 这 一 运算 恰好 是 求 导 或 求 微分 的 逆 运 算 . 
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6.1.2 ”基本 不 定 积分 表 和 不 定 积分 的 线性 性 质 


由 于 微分 和 积分 互 为 逆 运 算 , 因此 对 应 于 微分 的 每 一 种 方法 相应 
地 就 有 一 种 积分 的 方法 .首先 , 从 求 导数 的 公式 中 我 们 可 以 导出 如 下 
不 定 积分 公式 , 它 是 我 们 计算 不 定 积分 的 基础 , 务必 牢记 . 


Oo peg 1 Cr 十 1 村: 
oO /> ds +C (az#—l); 
@ / 宇 =Inlz|+C; 

I 
(3) /a= ro 
人 f eoszds =sinz+ 
(5) /sinzar = 一 cosZ 十 C; 


dz 
O /| =tanz 十 CN 


dz 
(7) /2 =arctanz+O; 


(8) / A i 
(9) fl sinh zdz = coshz 二 Ci 
(10) / eaahadz = sinhz + O; 
(1) /= = tanhz + C. 
其 次 , 对 应 于 求 导 法 则 
(f(z) + g(z) = F(z) + g'(z), 
就 有 如 下 的 求 不 定 积分 性 质 : 
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性 质 6.1.1 ， 设 函数 ffz),g(z) 存在 原 函数 , 则 f(z) 十 gz) 也 存 
在 原 函数 , 而 且 有 
Ja+salaz= /lazt+ gle). 
证 明 令 
[rtwar =F(z)+C 或 F'(z) = f(z), 


1/ g(z)dz = G(z)+C 或 G'(z) =9(z), 
则 
[F(z) + G(z)] = f(z) + g(z), 
所 以 
/ [f(z) + g(z)dz = F(z) + G(z)+C. 


对 应 于 求 导 法 则 (kf(z)) = kf'(z), 其 中 大 是 常数 , 就 有 如 下 的 求 
不 定 积分 性 质 : 
性 质 6.1.2 ” 设 函 数 f(z) 存在 原 函数 , 则 kf(z) 存在 原 函 数 , 且 
/ kf(z)dz =k / f(z)dz, 


其 中 是 常数 , 且 冯 0. 
证 明 留 作 练习 . 
性 质 6.1.1 和 6.1.2 说 明 求 不 定 积分 运算 是 一 种 线性 运算 . 


例 6.1.1 ， 求 不 定 积分 / Td. 
解 ”将 被 积 函数 恒 等 变 形 , 有 


86.2 ” 换 元 法 与 分 部 积分 法 
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z3 
= 十 arctanz 十 C. 


例 6.1.2 。 求 不 定 积分 本 
解 ”将 被 积 函数 恒 等 变 形 , 有 


es 
/ wr rar = { Eas 
cos2 了 
=/( . Fl1)dr=tans—z+C. 
cos 
例 6.1.3 求 不 定 积分 /二 de 


1 
dz = | 一 一 一 一 一 dz 
/ sin2 27 / 4sin2z cos27 


sin2 r 十 cos2z 
4sin? z cos27z 


-1(/ 二 dz+ /二 zdz) 


= jtanz —cotz)+C. 


§6.2” 换 元 法 与 分 部 积分 法 


不 定 积分 换 元 法 是 对 应 于 复合 函数 的 求 导 法 则 的 . 大 家 已 经 知道 ， 


对 于 复合 函数 而 言 , 我 们 有 如 下 的 一 阶 微分 形式 不 变性 
f(u(z)) uw (z)dz = f(u)du, 


其 中 心 = wu(z). 由 此 立 得 


/ f (ulz))u (z)dzr = / flu)au. (6.2.1) 
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利用 这 一 等 式 可 导出 两 种 求 不 定 积分 的 方法 : 如 果 所 求 的 不 定 积分 
有 (6.2.1) 的 左边 所 示 的 形式 , 则 我 们 可 以 利用 变量 替换 w = w(z) 将 
其 转化 为 (6.2.1) 右边 的 形式 , 然后 通过 求 右边 关于 变量 v 的 不 定 积分 
而 得 到 所 要 求 的 不 定 积分 , 这 就 是 所 谓 的 第 一 换 元 法 ; 如 果 所 求 的 不 定 
积分 有 (6.2.1) 的 右边 所 示 的 形式 , 则 我 们 可 以 利用 变量 替换 w = v(z) 
将 其 转化 为 (6.2.1) 左边 的 形式 , 然后 通过 求 左 边关 于 变量 z 的 不 定 积 
分 而 得 到 所 要 求 的 不 定 积分 , 这 就 是 所 谓 的 第 二 换 元 法 . 


6.2.1 第 一 换 元 法 
定理 6.2.1 “如果 


f rar =F(u)+C, 


而 v = w(z) 是 关于 zx 的 可 微 函数 , 则 有 
/ flu(z) (zs)dz = F(u(z)) + C. 
证 明 ”由 定理 的 条 件 , 我 们 有 
dF(u) = f(wau. 
再 根据 一 阶 微分 有 形式 不 变性 , 可 得 
dP(u(®) = (ulz))duz) = f(u(s)w(s)de, 


所 以 
f ro) oar = F(u(z)) +C. 


例 6.2.1 。 求 不 定 积分 / i 
解 ”我 们 已 经 知道 


/全 =ml+c 
u 
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如 果 令 = z-1 则 v* 是 关于 z 的 可 微 函 数 , 而 且 du = dz, 因此 我 


们 有 
fae= /Entc -me -+o. 
例 6.2.2 求 不 定 积分 /于 (a#0) 


解 令 凡 =artb, 则 有 du=adz, 即 dz = 时, 于 是 有 


dz ldu 1 1 
a= {iE=tinkto= inlethtC. 


例 6.2.3 ” 求 不 定 积分 Joz+ b)"dz (a #0, n@#—1). 
解 令 久 =az+b, 则 有 


ntl 


Le Ey (PE A 
Joerbrdz= ras+c 


_ (az +b)"+t! 


a(n+1) 


dz 
例 6.2.4 求 不 定 积分 / 过 5 (@ #0). 
解 ” 由 于 
dz 1 dz 
it ey 
a 
因此 令 v = 芋 , 则 有 du = 至, 即 dz =adu, 从 而 


dr _1 du lartan” We 
a2+z2 a ltuw a a 0 


例 6.2.5 求 不 定 积 分 / 2 
解 “将 被 积 函数 便 等 变形 , 有 
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i = | gr 


-533(/ 本 -1/ 22)-/ 
1, |z—1| 1 


ij 一 Farctanz +C. 


从 以 上 例子 可 以 看 出 , 采用 第 一 换 元 法 求 不 定 积分 的 关键 是 , 要 将 
所 求 不 定 积分 的 被 积 表达 式 f(z)dz 写成 两 个 因 式 的 乘积 , 前 一 因 式 形 
如 g(w(z)), 后 一 因 式 形 如 du(z). 对 于 与 上 面 例子 类 似 的 一 些 简单 的 
不 定 积分 , 我 们 很 容易 做 到 这 一 点 . 但 对 于 较为 复杂 的 不 定 积分 , 要 做 
到 这 一 点 就 比较 困难 . 要 对 具体 问题 做 具体 分 析 , 灵活 运用 . 下 面 看 一 
些 较 为 复杂 的 例子 . 


例 6.2.6。 求 不 定 积分 /32 


解 令 v=z2+l, 则 有 du= 2zdz， 即 zdz = 3du 所 以 


zdz _ 1 /dzz+l) 1 > 
/者 :-=3/ T2+1 = 2 


在 此 例 中 , 我 们 在 计算 过 程 中 没有 写 出 关于 v 的 积分 . 在 熟练 后 ， 
我 们 不 必 每 次 写 出 代表 中 间 变 量 的 符号 w 而 只 要 在 心目 中 将 变量 4 
所 代表 的 函数 v(z) 看 做 一 个 整体 就 可 以 了 . 此 外 , 从 这 个 例子 也 可 以 
看 出 , 确定 u = u(z) 的 时 候 , 要 仔细 观察 在 除去 因子 g(wu(z)) 之 后 , 是 
否 剩 下 的 函数 恰好 为 w(z)( 或 相差 一 个 常数 倍 ). 这 些 技巧 读者 应 该 在 
不 断 的 练习 过 程 中 加 以 总 结 和 掌握 . 


例 6.2.7 求 不 定 积分 / 三 生 


=(a 天 0). 
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df 人 (= hz 
dz 1 a 1 a 
a 
= 去 ia 人 二 中 +C 
le 一 ?| 
dz 1 1 1 
解法 2 dz 2a (rp =)dz 
dla+7z) do- @—0)] 
= 支 [ Q 十 并 
= 去 mt 中 + C 
le 一 z| 
例 6.2.8 求 不 定 积分 = (0>0) 
解 ”将 被 积 函数 变形 得 
df 演 
+C. 
a 
i [2 
日 
例 6.2.9 求 不 定 积分 1= / FE 
解法 1 ”将 被 积 函数 变形 得 
T= /一 一 = arcsin(2z — 1) 二 C. 
妆 
\i- a 
解法 2 由 dz/Vz=2dVz, 有 
dvz 
I= /二 全 = re 
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注 ”虽然 两 种 方法 得 到 的 答案 形式 不 同 , 但 实质 上 它们 只 相差 一 
个 常数 . 这 一 点 请 读者 自行 验证 之 . 


例 6.2.10 ” 求 不 定 积分 1 = J nzas. 
解 ” 利 用 sinzdz = -dcosz, 有 


fe -/ =—In|lcosz|+C. 
Cosi 


例 6.2.11 ” 求 不 定 积分 到 二- / tann zdz. 
解 利用 tan?z=sec?*z 一 1, 有 


1 — cos 
= |tan"?z 
cos2z 


27z 


dz 


= /an ?adtanz 一 ao zdz 


1 
ra 1 


这 是 一 个 递 推 公式 . 利用 这 一 公式 , 我 们 可 以 归纳 地 求 出 . 例如 


下 1 
= 3tane— /tanzds = $tan?z +Inleosal+ O; 
1 
n= 3tane— | tan? zde 
lg 
= 3 tan rT—tanz+ | ldz 
1 as 
= 3 tan Z 一 tanz 十 Z 十 C. 


例 6.2.12 求 不 定 积分 / 2. 


解法 1 “将 被 积 函数 变形 , 并 利用 coszdz = dsinz 得 
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cosZdz d(sinz) 1, |1+sinz| 
I = 2 ln 
Cos2 7 l—sinz 2 |1-sinz| 


1+sinz|2 
= | +C=In|secr+tanz|+C. 


=; "| cosz 
解法 2 ”将 被 积 函数 变形 得 
了 这 
2 二 人 一 si = 1 


2 


I 
dtan (#) 1+tanZ 
=2/ 2 =In 2l+c 
1 一 tan 了 1 一 tan 了 7 
=In tan (对 + 于 ) en 


例 6.2.13 ” 求 不 定 积分 = / Te 和 J= / es 
解 ” 由 于 


2 机 

=- 二 arctan 一 一 - 
Vn V3 

1 一 z dz Z2dz 

0 / 垢 Se 1/ 


=Inl1+2|— 3Inll+z|+0, 


所 以 
和 2z 一 1 1 
T= 一 arctan 一 一 十 二 ln 1+2l -$m 1+zal+C; 
ton 
1 jy 
/让 wt 2 Snh+ol+ inli+el+C. 
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6.2.2 ”第 二 换 元 法 
定理 6.2.2” 设 函数 x = z(t) 在 某 一 开 区 间 上 可 导 , 且 zx'(t) #0. 
如 果 
/ f(z(t))z’(t)dt = G(t) + CO, 
则 有 
/ f(z)dz = G(t(z)) + 0, 
其 中 t=t(z) 为 z = z(t) 的 反 函 数 . 
证 明 ”由 不 定 积分 的 定义 , 可 得 G'( = f(z(t))z'(t). 
再 由 zx/(t) 关 0 和 达 布 定理 知 , z'(t) 恒 大 于 0 或 恒 小 于 0. 所 以 z(t) 
是 严格 单调 连续 函数 , 从 而 其 反 函 数 t = t(z) 存在 、 连 续 、 且 严格 单 
调 . 注意 到 
Vz) = —7 
z(t(z))" 
便 有 (G(#(z))) = G’(t(z))t(z) = f(z)z (i(z))#(z) = f(z), 所 以 
/ f(z)dz = G(t(z)) + C. 
第 二 换 元 法 主要 用 来 求 含 有 根 式 的 不 定 积分 . 
例 6.2.14 ” 求 不 定 积分 工 = /ve — Zz2dz. 
解 令 z=asin |t|<7/2, 则 


人 0 
了 = | a’ cos td 一 可 十 二 sin2t+C 


-和 arcsin 二 十 3zV a2 一 22 十 C. 
在 将 上 面积 分 结果 中 的 新 变量 t 返回 到 变量 z 时 , 我 们 根据 变 
换 z = asint 作 直 角 三 角形 ( 见 图 6.2.1), 可 得 出 
Vaz 一 2 


cost= 
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~\ 和 ~\ 
YE 四 


图 6.2.1 图 6.2.2 


例 6.2.15 ” 求 不 定 积分 T= a (a > 0, |z| > a). 
解法 1 令 z=asect(0<t<7/2), 则 


tt td dt 
A /i ee =/ 总 倒 E22 |sect + tant|+C 
atant 


=In|2+ 一 |+C= In|lz+ Vz2 —a?|+C. 


ee t 返回 到 变量 > 时 , 我 们 利用 了 图 6.2.2， 
其 中 sect = z/a, tant = VZ2 一 az/a. 
解法 2 令 z=acosht, 0<t<+o0, 则 t=In|z+ Vr? 一 a3| 一 
lna, 而 且 
r= / Shiat =t+C=Inlz+ Vr -al+C. 


asinht 


注 ”上 面 是 对 z > a 进行 积分 的 , 对 于 z < -a 情形, 可 以 用 同样 
方法 处 理 . 


例 6.2.16 ” 求 不 定 积分 /rs 
解法 1 令 z=asinht 类 似 于 上 面 的 解法 2, 我 们 有 


dz (a > 0). 


T=t+C=arcsinhs +C =In(z+ Vz2 十 o2) 十 C. 
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解法 2 令 z=atant, 则 dz = 


a sec? tdt, 


一 1 1 
Vota 工 * =/ “asec tdt =|/ dt 
asect cost 


例 6.2.12 


=—==ln|sect+tant|+C 


Va2 十 IZ2 Zz 
二 人 | 二 


+C 
=lnlz+ Vaz 十 2 二 C. 
将 上 还 原 z 的 过 程 中 , 用 到 图 6.2.3 中 tant = z/a 的 关系 . 
例 6.2.17 ” 求 不 定 积分 - /A 
解 令 z=#8, 则 有 


6t5dt 2 
B=6 t=6 / (¢ -t+1- Ti)d t 


图 6.2.3 


=2t3 — 3t2+6t—6ln|1+t|+C 
=2VzT—3Yr+6yz—6ln|l+ Yr|l+C. 
6.2.3 ”分 部 积分 法 
对 应 于 求 导 法 则 
(uz)u(®) = wz)ulz) -wz)w le)， 
有 如 下 的 分 部 积分 法 : 
定理 6.2.3 。 设 wu(z),v(z) 可 导 , 车 / w(z)v(z)dz 存在 , 则 


/ uo) = lj = / uv(zjofzjdz 


证 明 ”由 (wuu)' = wwv + wo, 我 们 有 wu' = (wv) 一 wv. 而 该 等 式 
的 右 端 两 项 的 原 函 数 都 存在 , 故 其 左 端 项 的 原 函 数 也 存在 , 且 有 


J wer 一 2 一 f wr. 
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注 ”为 了 便于 记忆 , 常 将 分 部 积分 公式 写成 


Ju- ju 


用 分 部 积分 法 求 不 定 积分 的 一 般 步骤 为 : 
(1) 把 被 积 函 数 拆 成 uv', 并 且 将 wdz 改写 成 dv, 通常 v 取 et=， 
Sin Z, Cos Z, Zn sinh z, cosh z 等 函数 ; 


(2) 使 用 分 部 积分 公式 ; 
(3) 求 不 定 积分 / wvdz, 或 者 设法 建立 函数 方程 来 求解 
例 6.2.18 求 不 定 积分 T= /2 inzas. 
解 令 w= lnz, db 一 zadz= dz, 即 u- 时， 则 

I= iz‘Inz — 3 / saz = izing 一 让 z+C. 
例 6.2.19 求 不 定 积分 I = arctan zd. 
解 设 v=z,w=arctanz, 则 


d: 
1 =zarctanz - f sd(arctanz) =zarctanz — ES 
业主 区 
1 2 
一 Zarctan7 — 3 In(1+2 )+C. 


例 6.2.20 ” 求 不 定 积分 7 = f= sin zdz. 


解 设 v=cosz, = 2z2, 即 sinzdz = -du 则 
， = /racosa) 一 -meosz+ f eoszaz? 


= eo0sz+2 /racina) 
= eosr t+2rsinz 2 /sinzdz 


一 一 zzcosz 十 2zsinz +2cosz+C. 
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例 6.2.21 求 不 定 积分 1= / VTdz. 
解法 1 由 于 
=-zv5ri- [rE Dai /js 
=Vn1- /Veit [A 
=zVr 1-In|z+ Vr -1|-1, 

所 以 


dz 


Vz2 一 


1=3rVE I- linle+ VB-il+o. 
解法 2 令 z= cosht, 则 有 


t= /snr tt= /dt 3sinh2t — Bt+C 


和 
=37V2 I dinle+ V7?—1|+C. 


例 6.2.22 求 不 定 积分 了 = /= cosbzdz 和 JJ = /er sin bzdz. 
解 ”利用 分 部 积分 公式 , 可 得 


= 1 /oorgtginpbs) lz 27. 
ok dl(sinbz) = Te sin bz oi; 


J= -$f eateos bz) = je” cosbz 十 让 


所 以 
bI + aJ =e?z sin bz, 
a7 一 by = e®? cos bz. 


解 此 方程 组 , 可 得 


eqz(acosbz + bsin bz) 


pis a2+b2 


+ 


86.2 ” 换 元 法 与 分 部 积分 法 。 257 


J= e°*(asin bz — becosbz) 


Q2 十 妈 2 he: 
例 6.2.23 ” 求 不 定 积分 1 = do 和 J =- 
QacosZ 十 bsinz 
/ Cosz 
Dye er ee 
QcosT+bsinz 
解 ” 由 于 


b 
bI +aJ = / Ch 训 二 你 
acosT+bsinz 


07 or / st ng) acosz+bsinz) 


=lnlacosz +bsinz|+O, 
QacosZ 十 bsinz | + (8 


所 以 
f= on- alnlacosz +bsinz|) + C' 
1 i 
J= Bi +bnlacosr +bsinz|) +C. 


例 6.2.24 ” 求 不 定 积分 K;, = feos" sar. 
解 ” 由 于 


Kn = J es zd(sinz) = sinzcos" lz— /mm zd(cos"-17) 
=sinzcos" lz+ (n— D /sin Zcosn 2 zdz 
=sinzcos" lz+(n—1) 1 sor? sas 一 人 一 D /eosr zas 


= sinzcosn-1z 十 人 一 1)K 2 一 人 一 1)Kn， 
所 以 


1 一 
Kn = 二 sin zcosn 一 1 
n n 


由 此 可 推出 : 


1 1 
Ko=z+C; Ki =snz+C; K2= 7sin2r + 32 十 Ci 
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例 6.2.25 ” 求 不 定 积分 到 = / sin™ zdz. 
解 ” 由 于 


= - sin! zdcoss 
=—sin" lycosz+ (n— Df oor Zsinn ?zdz 


=—sin" lzcosz + (no 1 2 — (n—11, 


所 以 
sin" lzcosz n—l 
五 = 一 一 7 
n 
再 注意 到 
lb=z+0O, 五 = 一 cosz 十 C， 
便 有 
厂 = 二 汪 0; 
2= -Fsinzcosz + 37 
1s= 1 全 
二 二 3 了 3 
0 
4 8 8 
站 4 8 
五 = 一 5sin scosz — 15sin zcoss — 3s cosz+C; 


dz 
例 6.2.26 求 不 定 积分 二 = Ey 
解 ” 由 于 


hh = 2 十 m/f 六 dz 
得 (z2 本 a2)m (z2 局 Q2)m+I 
z 


= + nn 一 2na21n4， 
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所 以 


党 2n 一 1 


人 
本 Dra F az) + 2na? ™ 


特别 地 , 我 们 有 
d: * 1 y 
R= (2 一 2a2(z2 十 a2) 二 2a3 aretan < 二 4 
从 理论 上 来 讲 , 任何 初等 函数 都 有 原 函 数 ( 见 下 章 的 定 积分 理论 ). 
上 面 我 们 所 举 的 例子 中 遇 到 的 初等 函数 的 原 函 数 均 为 初等 函数 , 但 并 
非 所 有 的 初等 函数 的 原 函 数 都 是 初等 函数 . 例如 , 已 经 证 明 如 下 的 积 
分 就 都 不 能 表 成 初等 函数 : 


/: -zgz, / 22a, dr 
/去 / snds, / esa 
再 如 ,积分 (a+be)?zrdo 和 椭 国 积分 R(z, Vann + ber 二 本 dz 


以 及 / R(z, Vaz + bzs czz 二 dz +e)dz 也 都 不 能 用 初等 函数 表 出 ， 
其 中 m 9 和 p+g 非 整数 , R 为 两 个 变 元 的 有 理 函 数 . 
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6.3.1 ”有 理 函 数 的 不 定 积分 
有 理 函 数 是 指 两 个 多 项 式 之 比 , 即 有 理 函 数 有 如 下 形式 


其 中 P(z), Q(z) 为 互 素 多 项 式 . 理论 上 讲 , 它 的 不 定 积分 一 定 能 够 表 
成 初等 函数 . 

有 理 函 数 可 分 为 真 分 式 和 假 分 式 : 真 分 式 是 指 分 子 次 数 小 于 分 母 
次 数 的 有 理 函 数 ; 假 分 式 是 指 分 子 次 数 大 于 或 等 于 分 母 次 数 的 有 理 函 
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数 . 显然 , 通过 作 多 项 式 除法 , 任何 一 个 假 分 式 都 可 以 写成 一 个 多 项 式 
与 一 个 真 分 式 之 和 . 因此 我 们 只 需 讨 论 真 分 式 的 不 定 积分 即 可 . 
从 理论 上 来 讲 , 任何 一 个 真 分 式 都 可 以 写成 最 简 真 分 式 之 和 ， 最 
简 真 分 式 是 指 分 母 为 素 多 项 式 或 素 多 项 式 之 寡 的 真 分 式 . 对 于 系数 均 
为 实数 的 多 项 式 来 讲 , 素 多 项 式 只 有 两 种 , 即 za 和 z2+pr+9 其 
中 22 - 49 < 0. 因此 , 最 简 真 分 式 只 有 如 下 四 种 : 
A 


rz—a’ (2—a)™ (m>), 
Az+B Azr+B try 
Z2+pr+g’ (2 十 IT 二 On " 


其 中 有 e 一 49 < 0. 而 前 面 所 介绍 的 不 定 积分 方法 和 例子 表明 , 我 们 已 
经 有 办 法 把 这 些 最 简 真 分 式 的 原 函 数 求 出 来 , 而 且 它们 的 原 函数 均 为 
初等 函数 . 

事实 上 , 我 们 有 


© [5S 4 fae -d= An -ato. 
cs csc 
A 


ol-m 
室 mi a) +C. 


(3) 将 z? + pz 十 gq 进行 配方 得 
Z2 十 pz 十 q 一 (e+ 中、 (a-#), 


2 一 了 十 去 Sz dz = dz 


利用 替换 


2 2 
又 由 于 严 -4<0 有 49- 区 >0 记 o2=9 一 艺 , 得 
/ Azr+B di Az+B 
z2+prtg J/ (z+p/2)?+ (gq—p2/4) 
到 A P/V, 
22 十 a2 


dz 
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浊 = 4p/24 dz 


好 十 好 六 十 a2 

in(2? 十 a2) 十 (e 一 乍 )! arctanz 十 C 

2B— Ap 27+p 
arctan + 

V4g—P? V4g—p? 

(4) 同样 用 变量 替换 z = z 十 


a 
p 4 
9 村 ,得 


Az+B 1 
/i - /Bt (a ?) fri 


上 式 右边 的 第 一 项 不 定 积分 容易 求 出 , 用 换 元 积分 法 即 可 ; 第 二 项 积分 
要 利用 86.2 中 例 6.2.26 的 递 推 公式 . 至 此 上 述 四 种 情况 的 不 定 积分 全 
部 得 以 解决 . 

现在 我 们 讨论 有 理 真 分 式 的 分 解 . 因为 多 项 式 Q(z) 在 实数 范围 
内 能 分 解 成 一 次 因 式 和 二 次 因 式 的 乘积 , 因此 我 们 有 


= Sin(e? 十 pZ 十 9g) 十 


一 z 一 和 dz = dz 且 记 o2 = 


Q(z)=(z 一 ai (zz 一 biz2 十 pz 十 gp(z2 十 rz 十 sh 


其 中 a,… ,6b,p,q,… ,7,s 为 常数 ; 且 p? 一 4g < 0,… ,72 一 4s < 0;k,…. 
,h 为 正 整 数 . 可 以 证 明 真 分 式 0 : 必 可 分 解 成 如 下 部 分 分 式 
Plz) Ai 42 A 
G0) zal -op ta 
+ 多 2 B: 
Cr CE 
Crz+Di C27 + Ds» oe Cr 十 已 
Z2 十 pz 十 9  (z2 十 DZ 十 9)2 (z2 十 pr 十 9) 
Ez+i+Fh E2t+F2 Enprz+ FF, 


+ ; 
Z2 十 TZ 十 5  (z2 十 7TZ 十 5)2 (z2+rz 十 引 疡 
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其 中 41, 42 ,Ak; Bi, Ba , Bi; C1, Co ,C1; D1, Da, , Di; Bi, 
忆 2，,… ,Bh; 下, Fz,.… ,Fh 都 是 常数 . 因此 有 理 函 数 的 原 函 数 都 可 由 初 
.等 函数 表 出 . 

例 6.3.1 求 不 定 积分 T= 


解 设 


/ (z2 十 证 一 1) 


也 _ Ar+B C 
(z2+1)(z—1) 22+1 zl1. 


将 右 端 通 分 , 并 比较 等 式 两 端 分 子 同 次 宫 的 系数 , 得 


A+C=0, 
-A+B=1, 
-B+C=0. 
解 之 , 得 1 5 i 
A=-3, B=3, C=5: 
因此 , 我 们 有 
ml 4 一 1dr +1 dz 


2J zx2+1 2J/ z-1 


1 1 1 
= 一 1Dm(c” +1)+3arctanz+3lnlz -1+C. 


例 6.3.2 求 不 定 积分 1= / 7 一 5 和 zz 


3z3 十 372 一 了 
解 ”将 分 母 作 因 式 分 解 , 得 一 3za+3z2 -zz= z(z 一 1)3. 于 是 ， 
我 们 可 设 
z+1 4 B C D 
Zz(z —1)3 1 12=W 
将 两 边 乘 z, 然后 令 z = 0, 得 4 = -1; 两 边 乘 (z - 1)3, 然后 令 rz = 1， 
得 B = 2; 两 边 乘 z - 1, 然后 令 z 一 -co, 得 D = 2; 最 后 令 z = -1 
得 C = 1. 这 样 , 我 们 便 有 


86.3 其 他 类 型 函数 的 不 定 积分 。 263 


dz dz dz dz 
= 一 /二 2 
工 /Er /++ /过 


6.3.2 ”三 角 函 数 有 理 式 的 不 定 积分 

二 元 有 理 函 数 是 形 如 

Pl(u, v) 

Q{u, v) 

的 两 个 变 元 的 函数 , 其 中 P(w， 2) 和 Q(w,v) 是 二 元 多 项 式 ( 即 wi,wi, unvo 
的 线性 组 合 ). 三 角 函 数 有 理 式 是 指 形 如 RR(sin z,cosz) 的 函数 , 其 中 
(wu,v) 为 二 元 有 理 函 数 ， 它 是 由 基本 三 角 函 数 sin x, cos Z tan z, cot 了 
经 有 限 次 四 则 运算 所 得 的 函数 . 但 像 如 下 形式 的 函数 


R(u,v) = 


,2 Sinz 
一 天 一 一 一 一 一 ， sinz2， 
Vsin2z + 5cos?z I 


则 不 属 此 列 . 
下 面 我 们 来 说 明 三 角 函 数 有 理 式 的 不 定 积分 
I= [Rtsina, cosz)dz 
一 定 可 以 表 成 初等 函数 . 令 
t=tan 或 z=2arctant 


2 
(通常 称 之 为 万 能 变换 ), 并 且 注 意 到 


I 党 
2tan7 2tan7 ot 


人 党 
inz 一 2sin 二 cos 二 一 = 
sinz sin= s 3 se tan 1+22 


27 

COSI Ci 2 工 sin2 工 2 人 

sz 一 cos2 二 _ sin2 工 一 二 汉王 

2 2 TFtan2< 1+ 
2 


2dt 
~ 1+ 


2t 1 一 刀 \、2dt 
/ R(T i 1+t2° 
这 样 , 我 们 就 将 求 三 角 函数 有 理 式 的 不 定 积分 变 成 了 有 理 函 数 的 不 定 
积分 . 再 由 上 一 小 节 所 介绍 的 有 理 函 数 的 积分 方法 就 可 解决 求 三 角 函 
数 有 理 式 的 积分 问题 . 这 也 表明 , 三 角 函 数 有 理 式 的 原 函 数 一 定 可 以 表 
成 初等 函数 . 


例 6.3.3 ” 求 不 定 积分 工 = 


dr 
即 有 


dz 
5+4sinz” 
解 令 t= tan3, 则 


+C. 


这 里 需 指出 的 是 , 具体 解 题 时 千 万 不 要 死 搬 硬 套 , 要 具体 问题 作 具 
体 分 析 , 灵活 运用 . 事实 上 , 这 种 “万 能 变换 ”往往 导致 所 要 求 的 有 理 
函数 的 积分 比较 复杂 ,而 对 某 些 三 角 函 数 有 理 式 的 不 定 积分 来 说 , 采 
用 其 他 变换 会 更 加 方便 . 例如 , 当 RR(w, -z) = 一 R(w,v) 时 , 我 们 可 以 证 
明 , 这 时 必 有 R(w,v) = vRi(u,v?) 成 立 , 其 中 Ri 是 一 个 二 变 元 的 有 理 
函数 . 于 是 若 令 t= sinz, 则 有 


Rsin scosn)ar = / eoszRi (sinz, cos Z)dz 


= /Rei — t2)dt. 
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这 表明 , 若 被 积 函数 R(sin z,cosz) 关于 cosz 是 奇 函 数 , 则 我 们 可 用 变 
换 t= sinz 将 其 转化 为 关于 t 的 有 理 函 数 的 不 定 积分 . 

同 理 , 若 R(-w,v) = 一 R(w,v), 则 有 R(w,v) = wRi(w?,v), 其 中 已 
是 一 个 二 变 元 的 有 理 函 数 . 于 是 若 令 上 = cosz, 则 有 


J mei cosZ)dz = /szmGim ZT,cosZ)dz 
= 一 fa — £2,t)dt. 


这 表明 , 若 被 积 函数 R(sin r, cosz) 关于 sinz 是 奇 函数 , 则 我 们 可 用 变 
换 t= cosz 将 其 转化 为 关于 上 的 有 理 函数 的 不 定 积分 . 
再 有 车 Ru -oj = R(w), 则 可 证 此 时 有 R(wv) = (3, 太 )， 


其 中 Ri 是 一 个 二 变 元 的 有 理 函数 . 于 是 , 若 我 们 用 变换 t= tanz, 则 
有 


J msn T, cosZ)dz = / Ri(tanz, cos2z)dz 


=/ ma)ife 
这 表明 , 车 被 积 函数 R(sin rz cos z) 关于 sinz 和 cosz 是 偶 函 数 , 则 我 
们 可 用 变换 t= tanz 将 其 转化 为 关于 t 的 有 理 函数 的 不 定 积分 . 
上 述 三 种 变换 一 般 要 比 “ 万 能 变换 ”简单 得 多 . 


例 6.3.4 求 不 定 积分 1= Cor 


py 了 
1 十 Sin Zz 


解 由 于 Rsinz,- cosz) = 一 R(sinz,cos7), 故 令 上 = sinz, 则 


1 一 女 dt 
去 t= /2 


=2arctant 一 上 十 C 


=2arctansinz ~ sinz + C. 


例 6.3.5 ” 求 不 定 积分 = 让 Se 


sin2 z+ cosz 
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解 ” 由 于 R(-sinz,cosz) = 一 R(sinz,coszx), 故 令 t 二 cosz, 则 


sinzxdcosz / tdt 

T= 一 | 一 5 二 

Sin z+cosz 1-t+t 
d(1+t— #2) i/ dt 
1+t—t 2 1+t-—t 


==In|l+t—t|— 一 一 一 一 一 一 一 一 
St /i 
| 
m+ 一 上 + 沼 站 十 C 
| | V5—1+2t 
V5+1—2coszr 


i zZ|+ 一 In 


3 +e 
例 6.3.6 ” 求 不 定 积分 =/ 3 


a er ep pT 
sin? z + b? cos2 z)2 


2 V5—1+2cosz 


解 ” 由 于 R(--sinz, 一 cosz) = RR(sinz,cosz), 故 令 t= tanz, 则 


1=|/ 人 se=/ . dtanz 
(ao2sin2z 十 b2cos2z)2.cos27z tan2z + b2)2 


1 1 dt b 
~ b4 a2 EE ab /1 Fp 
人 二 ") 


加 例 6.2.26 1 [1 1 和 
ab3 fa tt ab3 区 1 十 42 二 2 aretanr 二 


4 2 十 arctan 2 nz|+C. 
tn 205 


例 6.3.7 ” 求 不 定 积分 二 了 /dz 2 


1 一 2rcosz 十 72 
lz] < 7) 


了 1 一 纪 2dt 
一 一 | = 一 一 二 一 -一 
解 令 tan5= 也 则 有 cosz I2' dz = 工 寺 在" 由 此 得 
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(1 一 r2)dt 
二 人 


1 十 
=arctan (= 


6.3.3 无理 函数 的 不 定 积分 
这 里 我 们 考虑 两 类 无 理 函 数 的 不 定 积分 . 第 一 类 是 如 下 的 积分 : 
Ts Ja 人 e 1 天 dz 


其 中 R(w,v) 是 变 元 wu 的 二 元 函数 , m 为 正 整数 ，a, bc,d 为 常数 ， 
且 ud-bcz0. 令 


art+b im 
crtd 
则 有 
dr 
0 人 (a— ct™)? 
于 是 , 我 们 有 
( 蚂 - za bo)t™-1 
和 /a(s Tt 二 人 


这 样 , 原 不 定 积分 就 变 成 了 有 理 函数 的 积分 , 从 而 这 类 无 理 函数 一 定 有 
初等 函数 作为 其 原 函 数 . 


例 6.3.8 ” 求 不 定 积分 7 = /i 
解 令 Wz+1=t, 则 有 


一 Y 过 生生 
1+ FI 
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其 中 Pslt) 为 t 的 多 项 式 , B, C 是 实数 . 在 上 式 两 边 乘 以 1 + 刀 , 并 且 
将 t=i= VvV-I 代入 ,得 

i—1= Bi+O, 
于 是 有 B=1,C= -1 而且 

5- #1 


t) = ee 
Pt) = TF TTF 
_ -ts -t+l 
1 十 友 
一 1 一 t 一 妇 十 妇 十 奏 一 此 . 
所 以 
i—1 
3 fiL14_ :6 
r=6/( t—t2+t+t B+)dt 


= 一 十 5+ 3 —2t3—3t2+6t+3ln(l+t?)— 6arctant+C 


Ss F(t Ds + S(t+ Ds + 3(z+ 1) 2c+1) 3(e+1) 
+6(z+1)i+3In(l+ (z+1)3)— 6arctan(z + 1)$ +C. 


我 们 要 考虑 的 第 二 类 无 理 函数 的 不 定 积分 是 如 下 的 二 项 式微 分 式 


的 积分 : 
了 = fs + bar)yas, 


其 中 wb 为 常数 , m, mn,p 为 有 理 数 . 令 mm 二 tt 则 dz 二 Dit-1dt, 从 
而 有 
I= [ror da = t /tr orae 


为 简明 起 见 , 令 


则 
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了 三 Je 十 bz?")pdz = 1 /te + bt)?dt. (6.3.1) 
当 p 是 整数 而 4 = “(r,s 为 整数 ) 时 , 被 积 函数 最 多 含有 一 个 根 


式 , 根 式 内 的 线性 分 式 为 t, 因此 只 要 作 变 换 z = Wt = Wz", 就 可 将 原 
积分 化 为 有 理 函数 的 积分 . 


当 9 为 整数 而 p = 和 0w 入 为 整数 ) 时 , 被 积 函数 也 最 多 含有 一 


个 根 式 , 根 式 内 的 线性 分 式 为 a + bt, 因此 只 要 作 变 换 z = Ya 十 史 = 
Ya+ pzn, 就 可 将 原 积 分 化 为 有 理 函数 的 积分 . 
最 后 , 因为 积分 (6.3.1) 还 可 以 改写 成 


过 入 Je+ bzn)jpdz = 1 /wr ) a 
所 以 当 p+g 是 整数 而 p = 4 (1 和 为 整数 ) 时 , 被 积 函数 最 多 含有 一 
入 
个 根 式 , 根 式 内 的 线性 分 式 为 2 因此 只 要 作 变 换 z = /4 二 区 


全 
入 
V/ 2 二 2 ， 就 可 将 原 积分 化 为 有 理 函数 的 积分 . 


总 之 , 如 果 在 p,q 和 ?+4 之 中 至 少 有 一 个 是 整数 , 则 二 项 式微 分 
式 的 积分 就 可 以 化 成 有 理 函数 的 积分 , 从 而 也 就 可 以 表 成 初等 函数 . 

19 世纪 中 叶 , 切 比 雪夫 曾经 证 明 : 二 项 式微 分 式 的 积分 , 除 上 述 
三 种 情形 外 , 都 不 能 由 初等 函数 表 出 . 比如 , 积分 


a : 
1—z4 加 
就 不 能 用 初等 函数 表 出 . 


例 6.3.9 ” 求 不 定 积分 T= / /z+ 二 dz (z > 0). 


解 由 于 原 积 分 可 以 写成 
了 过 ja + £4)3dz, 
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因此 4 = 于 二 1 = 汪汪} -1 -1 为 整数 , 从 而 可 用 初等 函数 表 


出 . 具体 计算 如 下 : 
VI Ve 


d(z?) = dt (z?=t>0) 


=3/ 1 十 妇 i tdt +3/ dt 
2 tit& 2/ vi+& 2 e+ 二 
re -$n (i+ 1+ 下 )+C 
= IViTm mte +o 
习题 六 
1 证明: 着 /f(a)ds = Po) + C, 则 
| fe + das a LF(ar + 月 +C (a#0). 


2. 求 下 列 不 定 积分 : 


(1) /+ VI)dz; (2) 0 
(3) (8 十 3 十 Je )dz; 9 / = sar 

@ /Vi 让 +V 生 20an © 和 3 5 

(7) / VI sm azdz; (8) / (z+ lzDdz; 


(9) sensin ss; (10) fee 
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3. 用 换 元 法 求 下 列 不 定 积分 : 
2dz 
® / 3 一 57 
3) | zr YT-3zdz; 
， he A 四/ 
(5) /s+ eds; G/ 2 
NA 
d 了 
(7) /2 人 /dc 
dz 

9 / ao0 / 二 = 
(11) Ca (12) co zdz; 

sin 27 sinzcosz a 
人 / V1+sin? 2 /ri de > 
a5) /之 二 一 dr 09 /a 

< 二 z 
tf ye Wi 
/2+ dz 

ao9) / 于 3dz (9) 1/ 运 T2 


4. 用 分 部 积分 法 求 下 列 不 定 积分 : 


GD /na+ adr 


(3) Js nzdz; 


9 /3 


(2) J eo; 
(4) / arcsin Zdz; 


arctanZ 
(6) 5 让 
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@arctanz 


(7) rad 


(9) / sintn sas 


2 
四 /Gap 


(10) /= cos2 zdz. 


5. 对 下 列 不 定 积分 建立 递 推 公式 : 


人 Wg ln™ zdz; 


(3) 1, =- /Fs 


6. 求 下 列 有 理 函数 的 不 定 积分 : 


27 


(1) / 一 一 一 一 一 一 dz; 


(z 一 1)(z 十 1)2 


G / Atlas 


2z 十 1 


Z 十 1 
© /ss 5dz 


dz 
人 


(2) = | re dz; 
(= J 
- /5= 庆 5 


2z 二 2z 十 13 
O / Ea 


(4) 37+5 


dz 
(6) / Z(Z3 十 2)’ 


®) /BS 


7. 求 下 列 三 角 函 数 有 理 式 的 不 定 积分 : 


dz 
1 Pr, ee 
( ) / 二 守 
Sin 27 


9 / Tae 


sin Zz 


加 /各 


(7 /二 ER 


(9) /mis Sin 人 六 dg 
asinz+ bcosz 


dz 
(2) 人 cos27sinZ 


(4) fs 57sin3zdz; 


(6) 2 0 


COS4 了 


(8) fi 1l+sing z; 


一 Sin 3 


(10 ) /ez Sin zdz 
sinz 一 cosZ 十 2 


(z2 十 27 十 2)2 
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8. 求 下 列 无 理 函 数 的 不 定 积分 : 


/区 


dz; 


(3) [aE 


dz . 
由/ 


(7) / Vs; 


(9) / Vtan zdz; 


dz 
© /aA 
dz 
4 / ae 
dz 
人 


@/ 二 


3s/ 2 一 Z dz 
09 {fs 


Sr- 


© 


10. 
11. 


13. 


14. 
15. 
16. 


17. 


部 分 习题 答案 与 提示 


第 一 章 


. AUB={1,2,3,4,6,8,9}, AN B= {1)}, 4 一 互 ={2,4,8} 
. AUB=N,ANB=%,A-B=A,B-A=B. 
Le 

i] 

.YM > 0, 存在 ze X, 使 得 |z| > M. 

. (1) sup E = 3, inf E = 0; (2) sup E=1, inf E =0; 


(3) sup E =2, inf E=1; (4) sup E=1,inf E=0. 


. VTE A,Vy EB, 有 z+y< supAhA+tsupB, 从 而 supC < supA+supB. 


反 过 来 , ve > 0, 3z' e A,y e B, 使 得 有 z' +y > supA+supB-2e. 这 
说 明 supC > sup A 十 supB 一 2e. 令 e 一 0 即 得 . 


[zx] + 2[z — [z]]. 


10, 0<zr<3, 


. f(z)= 4 2(z—3)+10, 3 和 z<1l0， 


3(z 一 10) +24，10x<z. 

假设 lb| < 1/2, 比较 f(1) 和 帮 (一 1). 
0<z<sl0<sy<s1/2. 
f(z) = 了 十 2z 一 1). 
f(z) =z2 —2. 
从 函数 的 上 、 下 确 界 的 定义 出 发 证 明 . 
从 函数 的 上 、 下 确 界 的 定义 出 发 证 明 . 

-2, Zz<—l1, 
(DD f(z)= 42z, -lgz<], 

2, 1gz; 
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2kr+3 -7 2kr < z < 2kr + 
(3) f(z 


z<-1/3, 
z=—1/3, 
-1/3<z< 0， 
2) jz) = z=0, 
0 区 
Ss=0, 
1 
J 2kr + < 7 <2(k+ 1)n; 


n<rz<n+t+l, 


TZ—n, 
四 加 a 


_Jv-z, -1<z<o, 
18. (1) fi(z) = [5 De 
_J-v-z, -1<z<0, 
©r0- {x 0 
(3) fa(z) = Vz — [z]. 
2 00<7X<]1, 
19. Wf =; 六 = Vs 1<z<l00， 
e 再 ， 72In10 <z<+oo; 
(3) --VI 二 22. 
z2 — 27, - 
a so- 2 -6z 十 8， 了 


do= -2 1- V3<z<1+Vv3, 
a 14-z2+2z，z<1l- V3 或 z>1+V3; 
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部 分 习题 答案 与 提示 


21. 


10. 


11. 


oo)= 们 7 


pr gr. 


. 直接 验证 . 23. 用 反 证 法 . 

.f(z) 的 值 域 与 它 限制 在 [a,a + o] 的 值 域 相等 . 

. 设 ! 是 其 周期 , 用 特殊 的 z( 如 z= 一 1,0) 的 值 代 入 推出 矛盾 . 

.直接 验证 . 

. (1) 不 唯一 , f(z) = 一 Zz; (2) 唯一 . 

. 设 zo 是 f(f(z)) 的 不 动 点 . 记 yo = f(zo), 则 yo 也 是 f(f(z)) 的 不 动 点 . 


由 唯一 性 得 yo = zo. 另 一 方面 , f(z) 的 不 动 点 一 定 是 f(f(z)) 的 不 动 点 . 


. 由 |z| < (1+z2?)/2 知 f(z) 有 上 界 1/2. 
。(1) Vl > 0,3 zr' e 取 , 使 得 有 f(z’) 天 jz + 0D); 


(2) VM > 0,3 z' e (a,b), 使 得 有 f(z) < 一 M. 
第 二 章 


.以 R 中 的 整数 点 将 其 分 成 一 列 区 间 , 将 每 个 区 间 的 有 理 数 排 成 一 列 , 然后 


再 将 所 有 的 有 理 数 排 成 一 列 . 


. (D) 否 ; (2) 可 以 ; (3) 可 以 . 
, 不 妨 设 a = 0. 任 给 es > 0, 存在 N >0, 当 n>NN 时 ,lan|<e. 对 N 将 


分 子 分 成 两 部 分 考虑 . 


. 3 co > 0, VN, 3 no > N, 使 得 有 |zno| > eo 
. 用 反 证 法 并 利用 三 角 恒等式 与 极限 的 性 质 . 


(1) 0; (2) 码 (3) 3 (4) 0(ag1),a-1(a> 1); 
a—ab 
(5) 0; (0)0; (D1 (8) ap’ 


分 别 讨论 a = b 和 a 关 。 两 种 情况 , 并 利用 极限 定义 和 定理 2.2.2 证 明之 . 


(9) 1; (10) 0. 


12. 


13. 
15. 


16. 
17. 
18. 
19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
24. 


25. 
26. 
27. 
28. 


29. 
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(D 当 z e(-1.] 时 , F(z) = 1; 当 z e (1 +oo) 时 , F(z)= z. 

(2) 当 ze (-1,1) 时 , G(z) =1; 当 ze[llL2] 时 , G(z) = zi 当 |]z| > 2 时， 
G(z) = 二 

1 bl 14. (1)0; (2)2; (3)1. 

车 {zn} 收敛 , {yn} 发 散 , 则 {zn 十 yn} 一 定 发 散 , 而 {znyn} 不 一 定 发 散 ; 


车 {zn} 和 {yn} 发散, 则 {zn 十 yn} 不 一 定 发 散 , {znyn} 也 不 一 定 发 散 ; 
车 {znyn} 是 无 穷 小 量 , 则 {zn}, {yn} 不 一 定 是 无 穷 小 量 . 

证 明 序列 单调 递增 有 上 界 , 然后 利用 恒等式 求 出 极限 . 

证 明 序 列 单调 递增 有 上 界 . 

(2 (2. 

显然 an < bn 对 一 切 n 成 立 , 用 数学 归纳 法 容易 证 明 {an} 是 单调 递增 序 
列 , 而 {bn} 是 单调 递减 序列 . 


(1) 
ve>0,3N>0 当 大 > N 时 ,有 (b+ 一 pk)(4-s) < ak+l 一 ak < 


(a 十 E)(bk+1 一 bk). 分 别 令 大 = N +1L N 十 2,… ,n 代入 上 面 不 等 式 , 将 
所 得 不 等 式 相 加 , 然后 整理 出 所 要 不 等 式 . 

(Dl @2 (9 了 

用 反 证 法 并 利用 区 间 套 定理 . 

在 EE 中 取 定 一 个 点 a, 然后 取 定 EE 的 一 个 上 界 b, 在 [fa, 中 上 利用 区 间 套 
定理 . 

取 一 列 单调 递增 (或 递减 ) 的 数 , 证 明 上 (下 ) 确 界 为 这 列 数 的 聚 点 . 

是 . 

直接 对 |zn 一 zm| 进行 估计 . 

存在 eo > 0, 对 YN > 0, 存在 m > N,m > N, 使 得 有 


二 (2) 1 (3) +oo- 


|zn 一 zm| > eo. 


由 {an} 有 界 , 存在 子 序列 {ank} 收敛 , 令 其 极限 为 c. 由 于 c 不 是 {an} 
的 极限 , 从 而 存在 so > 0, 在 [fc 一 so,c+ eo] 外 , 有 {an} 的 无 穷 多 项 , 从 而 
可 以 选 出 {an} 另 一 个 收敛 子 列 . 
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30. 取 两 个 收敛 子 序列 , 使 得 它们 的 极限 不 同 . 
31. (1) 1,—1; (2) +oo， -2 (3) 1, 0; (4) +o0, 0. 
32, 利用 上 (下 ) 极限 的 不 等 式 证 之 . 
33. 用 反 证 法 . 车 {zn} 不 收敛 , 则 它 必 有 两 个 子 列 分 别 收敛 到 上 极限 和 下 极 
限 . 然后 构造 {yn} 与 已 知 等 式 矛 盾 . 
34. 证 明 上 、 下 极限 相等 . 
35. 用 反 证 法 . 若 5 e (4, 工 ) 不 是 任意 子 列 的 极限 , 则 3eo > 0, 当 n 充分 大 时 ， 
有 zn < & 一 eo 或 zh>& 十 eo. 证 明 该 事实 与 Jim (zn+t1 一 Zn) = 0 矛盾 . 
36. 证 明 上 、 下 极限 相等 . 
37. 证 明 对 任意 的 正 整数 久 { 全 } 的 下 极限 不 小 于 全 ， 
第 三 章 
3. (1) ve >0,35>0, 当 ze(zo-bzo) 时 ,有 |jf(z)-4<ei 
(2) VM > 0,36>0, 当 ze(zo-bro+6)\fzo} 时 ,有 flz) < 一 Mi 
(3) ve > 0,3X >0, 当 z<-X 时 ,有 |j(z) 一 中 < ge; 
(4) YM > 0,3X > 0 当 |z| > X 时 , 有 f(z) < 一 M. 
4. (1) 3M > 0,YX > 0, 存在 z' > X, 使 得 有 jz') < Mi; 
(2) VA e R,3eo > 0, 使 得 对 V6 > 0, 3z' e (aa+ 58) 有 | 7(z') 一 A| > eo. 
5，(1) 用 三 角 不 等 式 证 明 ; (2) 对 A4=0 和 A 关 0 分 别 考虑 . 
6. (1)2; (212; (3)3/2; (4) 1/4; 
(5) 0; (6) 0; (7) 0; (8) 1/2. 
7. (1) 1; (2) +o0. 1 f 
8. (1) 2; (2)1; (3)1; (2 (5) 5 (6) 元; 
DDD (8)2 (9)(-Do5202m (00. 
9. (De (2)e’; (3)a-b (de 51 (6e 
10. 由 无 界 的 定义 找 出 序列 . 
11. 直接 利用 序列 极限 和 函数 极限 的 定义 证 之 . 
12. 用 反 证 法 . 
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13. 
14. 
15. 
16. 


17. 


18. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 
25. 
26. 
27. 
28. 


29. 


30. 
31. 
32. 
33. 
34. 


用 反 证 法 并 利用 序列 极限 与 函数 极限 的 关系 . 
用 反 证 法 并 利用 序列 极限 与 函数 极限 的 关系 . 
利用 极限 的 四 则 运算 . 

前 者 用 极限 定义 证 之 , 后 者 不 一 定 . 


(D 2kr — FT,2kr ~ Em,k EZ, 跳跃 (2) -1, 第 二 类 ; 
(3) 一 1, 第 二 类 , 1, 跳跃 ; (4) 0, 第 二 类 . 
(1) 了 (2) 0. 19. a = 1. 


f(z) + g(z) 一 定 不 连续 , f(z)g(z) 不 一 定 . 


_J!l, zeQ, 
品位 r ER\Q. 


1 
f(z) = 位 ea 
0, zeER\{zn}. 
(1)z = 0 跳跃 ; (2) z = n,n € Z 跳跃 ; (3) z= n,n € 2Z 跳跃 ; 
(4) f(z)=0. 
利用 第 二 章 习 题 11 的 结论 . 
利用 单调 序列 存在 极限 和 连续 函数 的 性 质 . 
利用 连续 函数 的 介 值 定理 . 
记 xz' = min{zli,zz,…… ,znj},z” = maxfzl)z2 ,Zn}, 在 [zz"] 上 利 
用 连续 函数 的 介 值 定理 . 
利用 连续 函数 的 介 值 定理 和 已 知 条件 可 以 找到 一 列 趋 于 b 的 {zn} 且 满 
足 f(zn)=Tn=1,2,.…. 
对 F(z) = f(z) - z 利用 连续 函数 的 介 值 定 理 . 
证 明 f(z) 在 fa, 中 上 不 变 号 . 
用 反 证 法 并 利用 连续 函数 的 介 值 定理 推出 矛盾 . 
利用 连续 函数 的 介 值 定理 . 
对 f(0) 必 存 在 X > 0, 当 |z| > 时, 有 f(z) > f(0). 由 f(z) € 
C[ 一 X, X] 推出 结论 . 
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35. 
36. 


37. 


38. 


39. 


who- 
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注意 Q(z) 只 取 0,1 两 个 值 . 
利用 已 知 条 件 证 明 |f(z)| 的 最 小 值 为 零 . 


(1) 用 一 致 连续 的 定义 ; (2) 取 z= V2n7;z = \/ 2nr 十 Fn = 1,2,.…), 
则 有 |z 和 一 24 一 0(n 一 o0), 但 |cosz2 一 cosz 人 | 三 1(n =1,2,…). 
sin 上 在 = = 0 不 右 连续 , 从 而 在 (0,1) 上 不 一 到 连续 . 用 一 至 连续 定义 可 


证 它 在 [1, +oo) 一 致 连续 . 

设 f(z) 周期 为 T. ve > 0, 由 flz) e CI[-7T,7T],30<6<7T, 当 zr” € 
[-7,7Tl,lz’ 一 z”| < 6 时 ,有 |f(z') 一 f(z”)| <e. 由 f(z) 的 周期 性 容易 
推出 当 z',z”€ [-oo,ool 且 |z' 一 z”| <5 时 ,有 |f(z’) 一 f(z”)| < <. 


. ye > 0, 由 im f(z) 存在 知 , 3X > 0, 当 z',z”> X 时 有 |f(z) - 


f(z”)| < e. 由 于 f(z) 在 [a,X +]] 上 一 致 连续 , 30 <5 < 1 当 z ze 
[0,X] 且 |z' 一 z“| <5 时 ,有 |f(z') 一 f(z”)| < e, 从 而 当 z oz” e [0 +oo] 
且 lz' 一 z"|<5 时 ,有 |f(z')- jz )| < < 


.注意 到 两 个 一 致 连续 的 函数 的 和 函数 也 一 致 连续 , 利用 40 题 的 结论 . 
， 不 一 定 , 如 f(z) = z,g(z) = sinz. 


(D2 Ds 9) (YE 
D2 OVE YE We 


. 利用 Jim f(z)g(z) = lim fo(r)g2(z) LSD) 


户 (z)gz(z) 
.D3 -1 国生 0 
第 四 章 


. f(z) 在 z=0 处 不 可 导 , g(z) 在 z=0 处 可 导 且 g'(0) = 0. 
. 利用 f(z) = f(zo0) + f'(z0)(z 一 zo)+o(z 一 zo) (z 一 zo). 
.利用 极限 不 等 式 . 4. 利用 导数 的 定义 . 

. (1) z = 1 为 不 可 导 点 , z 二 2 和 zx = 3 是 可 导 点 ; 


(2) z = 一 1 为 不 可 导 点 , z = 0, 1 为 可 导 点 . 
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5 i 
- 3f (0). 7.(Dsz3; (2) VE. 
. 注意 到 当 z > M 时 ，P,(z) > Pn(M). 9. p(a) = 0. 
。(1) b=3; (2)m=9 或 m=1. 

= A A 
. (Dg= ) a=- +( ); 


3 3 
3 pp VON。 
(2) (次 2) -2 VY ey -( 9 ) . 
、 Wm=; (2)0<m<e!. 13. (2, —1). 
0 二 一 元 一 6 (2) 2*(z2ln2 十 2z); 
27° — 37* ~ 27 +2. 一 2z — sin 27 
全 一 5 
(5) 对 era 一 -4/3)i (6) 2 
(7) 3z nz + 7 — 2 (8) 4- 襄 ) mz+t1+ 直 |; 
(9) tanz sec Zz; (10) — (+ te | 
. a=2,b=—1. 
0D Ge + VT 开 作 二) 
7 1 十 上 1 
(2) ss = ae (Es) ; (3) pe 
3 1 
四 本 加 rs 
起 (7) 3(sin 3z — cos? z sin 2); 


(8) ee -lzcosnzcosr — nsin" zsinnz; 


(9) 和 sin VZsin(cos VT); 


sin 2z sin 2? 一 2z cos z2 sin? 2 . 
sin2 £2 E 


(10) 
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站 
18. 


19. 


20. 


21. 
22. 


23. 
24. 


25. 


27. 
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(11) 2(e2z 一 e-2=); (12) 一 元 
由 已 知 条 件 推出 f7(1) = 7(1)7(D). 


两 曲线 在 zo 满足 sin azo = 士 1 时 相 切 . 在 这 些 点 处 两 曲线 具有 相同 的 斜 
率 . 


(1) z*(Inz + 1); (2) ztanz 人 se 二 时 :); 
二 二 jnz 
ns 21 二 加 
(3) an 一人 (0 (+aj 2 
了 | 2—1]. -sqz (2sinz 一 ZcosZ 
(5) zs(nz+l)Inz+zs-i (6)e- ne Pe) 
人 和 cosZ . 
由 [Vi (2) “Teoszl’ 
2 1 
(3) arctanz; (4) 5 二 PE 
Sin Z ab rz b-a\. 
omar 二 (CC) (ar 
1 
(一 一 一 一; 《的 
2z FTareeos- 太 I 
a2 一 2z2 a3 
(0) I + eT: (0) zr 
利用 复合 衣 数 坟 导 法 则 


(1) 一 tant; (2) 写 出 切线 方程, 再 求 出 与 坐标 轴 的 交点 直接 计算 . 
写 出 梢 加 参数 方程, 再 求 出 切线 斜率 人 = -2 的 参数 


求 出 切线 方程 直接 计算 . 
1 = tanb. 26. dr = 2 d0= 2 二 5， 
7 
二 2 . Z 十 2 . 
(1) 3 3; (2) Fey 
(3) cos 工 cosz ， (4) z 一 2z(z2 十 y2) 


sin2y’ y(272 + 2y? + 1) 
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29. 


31. 


32. 


33. 


35. 
36. 


ab 1 
和 = 土 了 ,f+0y 一 V2ab=0. 30. 证 可 
(1) (2z + 2sin 2z)dzi; (2) e"*(asin bz + becosbz)dz; 
2 
(3) dz; (4) ein (zzmzcosz 十 空 一 ) dz; 
COS ZI T 
ez Zdz 
©) THe” © v= 
vdu 一 udu . zudu 十 vdu . 
(1 U2+v2 人) 2 十 02 ， 
udu 十 vdv 
(3) cot(w +v)(du + dv); (4) | 
0.02 
1) 1.0067; 2) 工 一 一 ~ 0.5121; 
(1) (2) 6 局 
3651 2651 
(3)101l; (006; (5) 515; (0) 347 
.由 已 知 解 出 4 = 让 可 得 Al = &(T)AT. 已 知 Al = -0.01 &(T)lr-a 


= 让 Tlr=! = 5. 只 要 求 出 Al = -0.01 时 , AT 的 值 , 就 知 了 缩短 

了 多 少 . 由 -0.01 = RAT 得 出 AT = 一 0.0002. 这 说 明 把 钟 摆 的 周期 

为 1 s 变 为 0.9998 s, 时 间 快 了 0.0002 s. 故 一 天 24 小 时 为 86400 s 快 了 
86400 x 0.0002 s = 17.40 s 

了 (0) = "(0) = 0 f”(0) 不 存在 . 

(多 =inoa,y(z)=0( > 2); 


n mm 1 1 
WC | 


图 gm = 并 csla oA + 
k=0 
= [1 2) .1 +2) +nll — 2)-#]"-) 
= -ai 


pe 1 :4 (5) 2)-#-("-D). 


3n=1 
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39. 


40. 


45. 


SD- 


» 


(4) 利用 sin3z = 3sinz 一 4sin3z 得 sin3z 一 3sinz- 了 sin3z， 所 以 


zy = 3sin (z+ 办) 一 sin (3z+ 至). 
(5) y = V2e® sin (z+ 3), 用 归纳 法 可 证 yo) == 23er sin (e+ 二: 
Zn 一 1 十 1 Zn 一 1 1 


“y= de ee 一 (zl 2 
(6) 由 于 y= 1-z ~ 2z-l z—1 区 ee 入 


1 ， 

z+DIJ 一 51, 所 以 
村 1 (n) 一 1)n+1 .ml 
zx 人 ( ) _ ( -1U Nn 


31) ~- Gr 
My = Dn DT nls +) 
= 人 (mz- 训 直 

(Dy = 3 $vs + 3 Sv; 

2) 1 20ay — 2 )(Y* ~ ar) — 27(y* ~ ar)” — 2y(ay — 2*)” 
WY = (Paz | 
(0) = 1"(0) = 1”(0) = 0; 当 n>4 时, fm(0) 不 存在 . 

-1)(3) Eo f"”(z) 3(f”(z))? 
人 = Tp + Fa) 
第 五 章 


.证 明 在 题目 条 件 下 必 存 在 zl, zz < (oa,b), 使 得 有 f(z1) = f(z2). 
. 注意 到 z = ab 是 f(z), f(z),… ,f"!(z) 的 零点 , 对 f(z) 的 各 阶 导 数 


进行 讨论 即 可 . 


.f(z) 的 零点 满足 题目 结论 . 
. 对 F(z) = azs 十 bz? 十 cz? 一 (a 十 b 十 c)z 应 用 罗 尔 微分 中 值 定 理 . 


. 注意 到 > = 0 是 Ln(z) 的 nn 重 堆 点, 而 且 lim (pne-s) -0(k 


ER 
1,2,.… ,n). 


邓 


.注意 到 ”lim 于 (e- 至 ) 一 0 (k= 1,2,... ,7n). 


一 士 co dTk 
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26. 


27. 
28. 


29. 


30. 


31. 


.利用 微分 中 值 定理 
.分 别 对 开 四 ，f) 和 8 应 用 柯 西 微分 中 什 定 理 
.利用 达 布 定理 

. 先 用 一 次 洛 必 达 法 则 , 再 用 导数 的 定义 . 
.分析 函数 图 像 的 几何 特征 可 知 , 存在 a < zi < za < 6, 满足 


f(z1) > 0， f(z2)<0. 


. 求 出 g(z) 的 解析 式 求 出 极限 . 
构造 辅助 函数 . 

. 注意 到 此 时 & 可 能 只 取 特殊 的 值 . 
.容易 找到 两 个 趋 于 正 无 穷 的 序列 {z}, {z%}, 使 得 lim (Zn 一 Zn) = 0， 


但 ,lm (f(z) - f(z4)) = 00. 


. 利用 上 题 . 
. 注意 F(a) = FU = 0. 

.对 f(z) 和 z? 应 用 柯 西 微分 中 值 定理 . 
. 对 f(z) 和 Inz 应 用 柯 西 微分 中 值 定理 . 
. 对 ezf(z) 利用 拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 . 


0- 全， 0 (9) 到 
(0) 5; 0) 0 (8) -外 
GD DF 03)er 
(16) 1; (17) 1. 


对 了 经) 用 洛 必 达 法 则 . 


求 出 9 的 解析 式 , 用 洛 必 达 法 则 求 极限 . 
求 出 9 的 解析 式 , 用 洛 必 达 法 则 求 极限 . 


对 三 2) 用 洛 必 达 法 则 求 极限 . 
利用 f(z?) 的 带 佩 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 . 


2 zk re 
(1) cosz = Pe + o(2"); 


(9 1 


(9) eT'; 


(14) 3 


; 


(5) 1; 
(10) 0; 


(15) 0; 
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四 n ls 和 3 _ 32k+1 工 2k+1 2n+1). 
(2) sin? z = bb 1) G Grr 十 ofz 其 


1 


n+1 
Es _1)k+1y kl LA 
(3) ra -2 D*tIkz* 1 + o(2™); 
z3 十 2 十 1 
的: 一 二 -1 一 3z 一 3z? -人 十 oz”). 
Eee 这 ee 4 
2 人 sinz 1+ 6 + 


(2) ln(cosz + sinz)= 7£— Zz?+ jz 一 3 十 olz4); 


(3) 


= -7 — 72— 37r3+o(z’); 


2z2 十 z 一 1 

In 二 2 = 这 ti 

(5) es + 全 + 号 +ocs 和 

(6) tets = 1+27+ 2 — 2 + o(z4). 

4 1 1 

33, (De= 3 一 一 了 (2) a=b=3: 
at00 WT Ws Wb Oe 加 二 
35. (1) f(0) = -3, (0) =0,1"(0) =9; (2) 2. 
36. (1) f(0) = f°(0), 1"(0) = 4 (2) ©. 


37. 用 党 必 达 法 则 求 全 的 极限 . 


38. 用 f'(a 十 6h) = Fa) 十 9hf”(a 十 91h) 代入 , 求 出 9 的 表达 式 . 

39. 写 出 P(z) 在 点 a 的 泰勒 公式 . 

40. 写 出 P(z) 在 点 a 的 泰勒 公式 . 

41. 考查 首 项 系数 . 

42. 用 归纳 法 证 之 . 

43. 将 f(z) 在 zx,z 十 1 写 出 泰勒 公式 , 然后 将 f(z),f”(z) 用 f(z),f”(z) 表 
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44. 


45. 


46. 
48. 


50. 


51. 


52. 


56. 
. 设 f(z) = aoz4 十 Qlz3 + aaz2 十 aaz 十 a4, 则 f(z) 为 凸 函 数 的 条 件 为 


示 . 
(1) 写 出 In(1 + z) 的 泰勒 公式 ; 
(2) 将 大 = 1,2,… ,n 代入 (1) 然后 相 加 . 


写 出 Te) 分 别 在 wb 处 的 奏 公 式 , 然后 考 起 (9 ) 

写 出 f(z) 在 0 处 的 泰勒 公式 , 然后 考虑 f(1), (1 ). 

证 明 f(z) = 

(D 当 = = 3 时， 极 大 值 7 = 生 ; 

(2) 当 z= 一 1 时 , 极 小 值 y = -1; 当 z = 1 时， 极 大 值 y = 1; 

(3) 当 z = 工时 , 极 小 值 y=0; 当 z=e? 时 ， 极 大 值 y = 总 ; 

的 当 = 一 0 二 1 时 极 小 值 y= 0 当 = = 士 次 时 , 极 大 值 y = 2 
(1) 当 z= 1 时 , 最 大 值 y = 2; 当 z = 3 时 , 最 小 值 y = -26; 

(2) 当 z = 了 时 , 最 大 值 y = 1, 无 最 小 值 ; 


(3) 当 = 一 e-? 时 , 最 小 值 y = -2, 无 最 大 值 


和 P3 1 f(z) 
p>0 且 和 守 - 生 <0. 53. 0<m<-. 54. 考虑 35) 
考虑 e-*f(z). 58. 用 凸 函数 的 定义 . 


ao > 0， 
3oi — 8a1a2 < 0. 


。 写 出 泰勒 公式 对 (z) 讨论 . 
. (1) atb; (2) ab. 


(1) z=—1,y=2/2— 1; (2) z 土 ri; (3) y=0; (4) z=0,y=0. 


第 六 章 


.0D) 3V5c + 3 I V3zt + C; (2) = 一 4z 二 十 CI 
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i . 
{3) ma 一 3 二 (4) tanz 十 z 二 Ci; 
(5) (1+v)arcsinz+(v—1)V1—z2+C; (6) —(tan z+cot 7)+O; 


(7) 了 sinz-coszjsgnGsinz 一 cosz)+C; (8) 3(2*+ale)+C; 


(10) kz+C, rE (k,k+1). 


9) Z+C， zeE(2kr,2kr 十 Th)， 
一 Z 十 C， ZE(2kr 十 T,2kr 十 2r); 


3. (1) -Finl3— 5z| +C; (2) arcsin 各 +0 
$l.4 _ 1 1L+sinz| 
(3) 3 六 (一 3z) 十 (1 37)3 +O; (4) tanz— In =nd| 十 全 
(5) 证 "(0 +23)# 十 Ci (6) -VI 二 到 + Ci 
1 Z2 和 
(7) 了 arctan 本 十 Ci (8) In(1+e) + Ci; 
(9) 2arctanVZ 十 Ci (10) arctan(z? 一 1) 二 十 Ci; 
TA wy By : 
(11) 了 sin2z 一 和 sin47 十 Ci (12) 8z 到 sin 4z 十 C; 


(13) 人 二 sin2z 十 Ci; 


(14) 7 BV (a2 — b2)sini z+b + (15) ln | sin (arcsin) | 二 Ci; 
(16) es 他 二 一 苦于 全 
sin(arctanz) ” a2VZz2 十 QZ 
(18) 3V 本 - V 本 +2vVE-2ln0+v 可 上 Ci 
了 2| 
19) 2arcsin= 一 V4 一 z2 十 C; 20 了 +C. 
(19) 2arcsin3 ~ VI Co jm = 入 


4. (1) rin(1 + 2?)— 2z + 2arctanz 十 Ci; (2) 一 ze 一 了 je 十 CO; 


(3) Dzsinng+ 十 cosnz + C; (4) zarcsinz + V1I 一 zz 十 Ci; 


(5) —zcot z+ ln|sinz|+O; 


arctan7 1 合生 2 
(6) re 3(arctanz) 十 3 In Ta 
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Sy zmtl cs 
"(Dh = i? In"z 


arctan 工 


ei 
1 +C; 
( +?)3 TF 
1 EE 
(8) 3 (arctans 一 ss) 十 Ci; 


9) Sz(sin(In 2) 一 cos(lnz)) + Ci; 


(7) 


1 1 i R 
(10) ( 计 丰 saz+ jamzz)s +C. 


Tn-1; 


n 
m+l1 


(d= _VI+z7 _n-2 
(1 一 m)zn-1 n— 
1 2 一 1 
(GD 3nlsTF1!- 于 i+G; 
1, (z—2)? 3z?+4z i. 
(2) 了 Ee 3 +1) 4arctanz + C; 


(3) 37 2 -4 十 z+ 


1 
让 +e 


2z 一 1 


(4) DTT) + arctan(z+ 1 + Ci 

(5) 3m 于 引 +c 四 alto 

(7 而- -Tg50i 5) + 高 lstsls ee i 
(8) i n 省 arctan 二 ! +C. 

( ) -二 -+ 人 十 C; (2) secz 十 lnlcscz 一 cotz| 十 C; 
(3) 一 In1l + cos2z| + C; (4) lsin2z — 1 sll 


4 16 


(5) Vaarctan( 守 tan z) —arctan(tanz)+ CC; 
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+O; 
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(6) —cosz 一 2secz 十 


ER 十 Ci; 


(7) tan 互 十 Ci (8) 2secz 十 2tanz 一 十 Ci; 


1 四 
(9) 五 十 束 (oz —blnlasinz+bcosz|)+ CO; 


4 3 2 
(10) sn 1+2tan | -Binsec 23+5+C. 


(1) (和 +Inll1+zal) + Cs 
(0) V5- 3m(V5+VETD+E -3VE3GTU+C 


名 直 (3VGT5-VIT +c 


(Wn| Mt 1 


3 +O; 


V5 |V5(z+3) Vi |/z+3\’ 
回 - 字 虽 | 次 or 33) +1|+c; 


(z 十 Vz5 十 了 十 1)4 A 
2 |2(z+Vzi+z+l+lls 4(z+Vri+z+l)+2 


1, |2+V4—z2 
a i 
2 2z 


(6) 


(7) arcsinz 十 con(arcsinz) + Ci; (8) 一 


V2 | V2 V2tanz 
9) -一 in | 一 一 一 一 一 | + Marctan ++; 
(Wa tanz + V2tanz+1 2 I tanz 


二 Ci 


十 Ci; 


四 函数 


保 序 性 
被 积 函数 
闭 区 间 
闭 区 间 套 定理 


伯 努 利 (Bernoulli) 不 等 式 


不 动 点 
不 定 积分 
不 定式 


初等 函数 
垂直 渐 近 线 


戴 德 金 分 制定 理 

单 侧 极限 

单调 递减 (下 降 ) 的 序列 
单调 递增 (递减 ) 
单调 递增 (上 升 ) 的 序列 
单调 函数 
单调 上 升 (下 降 ) 

单调 收敛 原理 

单调 序列 

导 函 数 


219 


41, 86 
242, 244 


9 


56, 63, 114 


7 
28 


名 词 索引 


导数 

狄 利 克 雷 (Dirichlet) 函数 
第 二 换 元 法 

第 二 类 间断 点 
第 一 换 元 法 
第 一 类 间断 点 

定义 域 

对 数 求 导 法 


二 阶 导数 
二 阶 微分 
二 元 有 理 函 数 


发 散 序列 

反 函 数 
分 部 积分 法 

分 划 

分 式 线性 函数 
符号 函数 

覆盖 

复合 函数 

负 无 穷 大 量 

G 


高 斯 (Gauss) 取 整 函数 
孤立 点 


134, 137 


13 
246 
105 
246 
105 

11 
150 
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广义 极限 
广义 收敛 
拐点 


函数 
函数 的 有 界 性 
函数 极限 


赫 尔 德 (H6lder) 不 等 式 


基本 初等 函数 
基本 周期 
积分 号 

积分 变量 


J 


177, 210 
45 

260 

103 

103 

225 

115 

20 

62 

62 


59 


开 区 间 9 
可 导 137 
可 去 间断 点 105 
可 数 集 62 
可 微 155 
柯 西 微分 中 值 定理 184 
柯 西 序列 65-68, 99 
柯 西 不 等 式 224 
L 
拉 格 朗 日 微分 中 值 定理 180 
罗 尔 微分 中 值 定理 178 
拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 公式 203 
莱 布 尼 茨 公式 164-167 
黎 曼 (Riemann) 函数 14 
连续 103 
连续 点 103 
链 锁 法 则 146 
连通 集 4 
零点 存在 定理 116 
M 


麦克 劳 林 (Maclaurin) 公式 198 


N 
内 函数 i 
O 
偶 函 数 23 
Q 
去 心 邻 域 10 
确 界 存在 定理 7 


三 角 不 等 式 

三 角 函 数 有 理 式 

三 阶 导数 

上 极限 

上 界 

上 确 界 

实数 系 

收敛 的 (序列 ) 

数列 

双 曲 余 切 

双 曲 余弦 

双 曲 正切 

双 曲 正弦 

水 平 渐 近 线 

算术 -几何 平均 不 等 式 
T 


泰勒 (Taylor) 公式 
特征 函数 

跳跃 间断 点 

通 项 

凸 函 数 

图 像 


完备 的 空间 
外 函数 
万 能 变换 
微分 
微分 法 


名 词 索引 


226, 227 
8 


197, 198 
14 

105 

29 

219 

11 


微 商 

唯一 性 (收敛 序列 极限 的 
无 界 

无 理 分 划 

无 理 数 

无 穷 大 量 

无 穷 区 间 

无 穷 小 量 


下 极限 
下 界 
下 确 界 
限制 
线性 主 部 
斜 渐 近 线 
序列 
Y 
严格 单调 上 升 (下 降 ) 函数 
压缩 映像 原理 
延 拓 
一 阶 微分 的 形式 不 变性 
一 一 对 应 
一 致 连续 
因 变 量 
隐 函 数 
有 界 性 (收敛 序列 的 
有 理 分 划 
有 理 数 
有 理 函 数 
有 界 


37, 122 
10 
35, 122 
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有 上 界 20 
有 下 界 20 
有 限 覆 盖 59 
有 限 覆 盖 定 理 59 
右 导 数 140 
右 可 导 140 
右 极限 91 
右 连续 104 
原 函 数 241 
元 素 2 
Z 
真子 集 2 
真 分 式 259 
正 无 穷 大 量 36, 94 
值 域 11 
周期 22 


周期 函数 22 


驻 点 

子 集 

子 序列 

自 变量 
最 简 真 分 式 
最 值 定 理 

左 闭 右 开 区 间 
左 导数 


左 开 右 闭 区 间 
左 连续 
其 他 
n 阶 导数 
n 阶 微分 
< 邻 域 


